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Free energy upper bound for mean-field vector spin glasses

Jean-Christophe Mourrat1,2,a

1Courant Institute of Mathematical Sciences, New York University, New York NY, USA
2Ecole Normale Supérieure de Lyon and CNRS, Lyon, France, ajean-christophe.mourrat@ens-lyon.fr

Abstract. We consider vector spin glasses whose energy function is a Gaussian random field with covariance given in terms of the
matrix of scalar products. For essentially any model in this class, we give an upper bound for the limit free energy, which is expected
to be sharp. The bound is expressed in terms of an infinite-dimensional Hamilton–Jacobi equation.

Résumé. Nous considérons des verres de spins vectoriels dont la fonction d’énergie est un champ aléatoire gaussien avec une cova-
riance s’exprimant en termes de la matrice des produits scalaires. Pour essentiellement tous les modèles de cette classe, nous donnons
une limite supérieure pour l’énergie libre limite, qui devrait être exacte. La limite est exprimée en termes d’une équation de Hamilton–
Jacobi de dimension infinie.
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Winding number for stationary Gaussian processes
using real variables

J.-M. Azaïs1,a, F. Dalmao2,b and J. R. León3,c
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3IMERL, Universidad de la República, crlramos@fing.edu.uy

Abstract. We consider the winding number of planar stationary Gaussian processes defined on the line. Under mild conditions, we
obtain the asymptotic variance and the Central Limit Theorem for the winding number as the time horizon tends to infinity. In the
asymptotic regime, our discrete approach is equivalent to the continuous one studied previously in the literature and our main result
extends the existing ones. Our model allows for a general dependence of the coordinates of the process and non-differentiability of one
of them. Furthermore, beyond our general framework, we consider as examples an approximation to the winding number of a process
whose coordinates are both non-differentiable and the winding number of a process which slightly escapes from stationarity.

Résumé. Nous considérons le nombre de tours des processus gaussiens stationnaires planaires définis sur la droite. Dans des conditions
faibles, on obtient la variance asymptotique et le théorème de la limite centrale pour le nombre de tours lorsque l’horizon temporel
tend vers l’infini. Dans le régime asymptotique, notre approche discrète est équivalente à l’approche continue étudié précédemment
dans la littérature et notre principal résultat étend les existants. Notre modèle permet une dépendance générale des coordonnées du
processus et une non-différentiabilité de l’un d’entre eux. De plus, au-delà de notre cadre général, nous considérons comme exemples
une approximation du nombre de tours d’un processus dont les coordonnées sont toutes deux non différentiables et le nombre du tours
d’un processus qui s’écarte légèrement de la stationnarité.

MSC2020 subject classifications: 60G15; 60G10

Keywords: Gaussian process; Stationary process; Winding number; Wiener chaos expansions; Fourth moment theorem

References

[1] M. Arcones. Limit theorems for nonlinear functionals of a stationary Gaussian sequence of vectors. Ann. Probab. 22 (4) (1994) 2242–2274.
MR1331224

[2] J.-M. Azaïs, F. Dalmao and J. R. León. CLT for the zeros of classical random trigonometric polynomials. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat.
52 (2) (2016) 804–820. MR3498010 https://doi.org/10.1214/14-AIHP653

[3] J.-M. Azaïs and M. Wschebor. Level Sets and Extrema of Random Processes and Fields. John Wiley & Sons, Hoboken, NJ, USA, 2009.
MR2478201 https://doi.org/10.1002/9780470434642

[4] J. Buckley and N. Feldheim. The winding of stationary Gaussian processes. Probab. Theory Related Fields 172 (1–2) (2018) 583–614.
MR3851839 https://doi.org/10.1007/s00440-017-0816-7

[5] A. Comtet and Y. Tourigny. Explicit formulae in probability and in statistical physics. In Memoriam Marc Yor—Séminaire de Probabilités XLVII
505–519. Lecture Notes in Math. 2137. Springer, Berlin, 2015. MR3444312 https://doi.org/10.1007/978-3-319-18585-9_22

[6] H. Cramér. On the theory of stationary random processes. Ann. of Math. (2) 41 (1940) 215–230. MR0000920 https://doi.org/10.2307/1968827
[7] H. Cramér and M. R. Leadbetter. Stationary and Related Stochastic Processes. Sample Function Properties and Their Applications. John Wiley

& Sons, New York, 1967. MR0217860
[8] Y. Do, H. Nguyen, O. Nguyen and I. Pritsker. Central Limit Theorem for the number of real roots of random orthogonal polynomials. Available

at https://arxiv.org/abs/2111.09015.
[9] D. Geman. On the variance of the number of zeros of a stationary Gaussian process. Ann. Math. Stat. 43 (1972) 977–982. MR0301791

https://doi.org/10.1214/aoms/1177692560
[10] M. Kratz and J. R. León. Hermite polynomial expansion for non-smooth functionals of stationary Gaussian processes: Crossings and extremes.

Stochastic Process. Appl. 66 (2) (1997) 237–252. MR1440400 https://doi.org/10.1016/S0304-4149(96)00122-6
[11] M. Kratz and J. R. León. Central Limit Theorems for Level Functionals of Stationary Gaussian Processes and Fields. Journal of Theoretical

Probability 14 (3) (2001). MR1860517 https://doi.org/10.1023/A:1017588905727

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1278
mailto:jean-marc.azais@math.univ-toulouse.fr
mailto:fdalmao@unorte.edu.uy
mailto:rlramos@fing.edu.uy
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1331224
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3498010
https://doi.org/10.1214/14-AIHP653
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2478201
https://doi.org/10.1002/9780470434642
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3851839
https://doi.org/10.1007/s00440-017-0816-7
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3444312
https://doi.org/10.1007/978-3-319-18585-9_22
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0000920
https://doi.org/10.2307/1968827
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0217860
https://arxiv.org/abs/2111.09015
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0301791
https://doi.org/10.1214/aoms/1177692560
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1440400
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(96)00122-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1860517
https://doi.org/10.1023/A:1017588905727


[12] P. Le Doussal, Y. Etzioni and B. Horovitz. Winding of planar Gaussian processes. Journal of Statistical Mechanics: Theory and Experiment 2009
(7) (2009).

[13] E. Lee and D. Messerschmitt Digital Communication. Kluwer. Second Edition (1994).
[14] P. Messulan and M. Yor. On D. Williams’ “Pinching method” and some applications. J. Lond. Math. Soc. (2) 26 (1982) 348–364. MR0675178

https://doi.org/10.1112/jlms/s2-26.2.348
[15] I. Nourdin and G. Peccati. Normal Approximations with Malliavin Calculus: From Stein’s Method to Universality. Cambridge Tracts in Mathe-

matics 192. Cambridge University Press, Cambridge, 2012. MR2962301 https://doi.org/10.1017/CBO9781139084659
[16] G. Peccati and C. A. Tudor. Gaussian limits for vector-valued multiple stochastic integrals. In Séminaire de Probabilités XXXVIII 247–262.

Lecture Notes in Math. 1857. Springer, Berlin, 2005. MR2126978 https://doi.org/10.1007/978-3-540-31449-3_17
[17] E. V. Slud. MWI representation of the number of curve-crossings by a differentiable Gaussian process, with applications. Ann. Probab. 22 (3)

(1994) 1355–1380. MR1303648
[18] F. Spitzer. Some theorems concerning 2-dimensional Brownian motion. Trans. Amer. Math. Soc. 87 (1958) 187–197. MR0104296

https://doi.org/10.2307/1993096
[19] M. Taqqu. Law of the iterated logarithm for sums of non-linear functions of Gaussian variables that exhibit a long range dependence. Z. Wahrsch.

Verw. Gebiete 40 (3) (1977) 203–238. MR0471045 https://doi.org/10.1007/BF00736047
[20] S. Vakeroudis. On hitting times of the winding processes of planar Brownian motion and of Ornstein–Uhlenbeck processes, via Bougerol’s

identity. SIAM Theory Probab. Appl. 56 (3) (2012) 485–507. MR3136465 https://doi.org/10.4213/tvp4407

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0675178
https://doi.org/10.1112/jlms/s2-26.2.348
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2962301
https://doi.org/10.1017/CBO9781139084659
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2126978
https://doi.org/10.1007/978-3-540-31449-3_17
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1303648
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0104296
https://doi.org/10.2307/1993096
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0471045
https://doi.org/10.1007/BF00736047
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3136465
https://doi.org/10.4213/tvp4407


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2023, Vol. 59, No. 3, 1203–1222
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1312
© Association des Publications de l’Institut Henri Poincaré, 2023

The conditional Gaussian multiplicative chaos structure underlying
a critical continuum random polymer model on a diamond fractal
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Abstract. We discuss a Gaussian multiplicative chaos (GMC) structure underlying a family of random measures {Mr }r∈R on a space
� of directed pathways crossing a diamond fractal with Hausdorff dimension two. The laws of these random continuum path measures
arise in a critical weak-disorder limiting regime for discrete directed polymers on disordered hierarchical graphs. For the analogous
subcritical continuum polymer model in which the diamond fractal has Hausdorff dimension less than two, the random path measures
can be constructed as subcritical GMCs through couplings to a spatial Gaussian white noise. This construction fails in the critical
dimension two where, formally, an infinite coupling strength to the environmental noise would be required to generate the disorder.
We prove, however, that there is a conditional GMC interrelationship between the random measures in the family {Mr }r∈R such that
the law of Mr can be constructed as a subcritical GMC with random reference measure MR for any choice of R ∈ (−∞, r). A similar
GMC structure plausibly would hold for a critical continuum (2 + 1)-dimensional directed polymer model.

Résumé. Nous discutons une structure de chaos multiplicatif gaussien (CMG) sous-jacente à une famille de mesures aléatoires
{Mr }r∈R sur un espace � de chemins dirigés traversant un réseau fractal (de type diamant) avec une dimension de Hausdorff de
deux. Les lois de ces mesures aléatoires de chemins continus apparaissent dans un régime limite critique de désordre faible pour les
polymères discrets dirigés sur des graphes hiérarchiques désordonnés. Pour le modèle sous-critique analogue dans lequel le réseau
fractal a une dimension de Hausdorff inférieure à deux, les mesures de chemins aléatoires peuvent être construites comme des CMG
sous-critiques par couplages à un bruit blanc gaussien spatial. Cette construction échoue à la dimension critique deux où, formellement,
un couplage infini avec l’environnement aléatoire serait nécessaire pour générer le désordre. Nous prouvons, cependant, qu’il existe
une structure de correlation conditionnelle au niveau du CMG entre les mesures aléatoires dans la famille {Mr }r∈R telle que la loi de
Mr peut être construite comme un CMG sous-critique avec une mesure de référence aléatoire MR pour tout choix de R ∈ (−∞, r).
Une structure similaire au niveau du CMG semblerait plausible pour un modèle critique (2 + 1)-dimensionnel de polymère dirigé.
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Abstract. In the 1980s, Diaconis and Freedman studied the low-dimensional projections of random vectors from the Euclidean unit
sphere and the simplex in high dimensions, noting that the individual coordinates of these random vectors look like Gaussian and
exponential random variables respectively. In subsequent works, Rachev and Rüschendorf and Naor and Romik unified these results
by establishing a connection between �N

p balls and a p-generalized Gaussian distribution. In this paper, we study similar questions in
a similar and significantly broader setting, looking at low-dimensional projections of random vectors uniformly distributed on sets of
the form BN

φ,t := {(s1, . . . , sN ) ∈ R
N : ∑N

i=1 φ(si) ≤ tN}, where φ : R → [0,∞] is a function satisfying some fairly mild conditions.
We find that there is a critical parameter tcrit at which there is a phase transition in the behaviour of the low-dimensional projections:
for t > tcrit the coordinates of random vectors sampled from BN

φ,t behave like independent uniform random variables, but for t ≤ tcrit

however the Gibbs conditioning principle comes into play, and here there is a parameter βt > 0 (the inverse temperature) such that the
coordinates are approximately distributed according to a density proportional to e−βtφ(s).

Résumé. Dans les années 1980, Diaconis et Freedman ont étudié les projections en petites dimensions de vecteurs aléatoires de
la sphère unitaire euclidienne et du simplexe en grandes dimensions, remarquant que les coordonnées individuelles de ces vecteurs
aléatoires ressemblent respectivement à des variables aléatoires gaussiennes et exponentielles. Dans des travaux ultérieurs, Rachev
et Rüschendorf et Naor et Romik ont unifié ces résultats en établissant une relation entre les boules �N

p et une distribution gaus-
sienne p-généralisée. Dans cet article, nous étudions des questions analogues dans un cadre similaire et beaucoup plus large, en
nous intéressant aux projections en petites dimensions de vecteurs aléatoires uniformément distribués sur des ensembles de la forme
BN

φ,t := {(s1, . . . , sN ) ∈ R
N : ∑N

i=1 φ(si) ≤ tN}, où φ : R → [0,∞] est une fonction satisfaisant à des conditions assez générales.
Nous montrons qu’il existe un paramètre critique tcrit pour lequel il y a une transition de phase dans le comportement des projections
en petites dimensions : pour t > tcrit les coordonnées des vecteurs aléatoires échantillonnés dans BN

φ,t se comportent comme des va-

riables aléatoires uniformes indépendantes, mais pour t ≤ tcrit le principe de conditionnement de Gibbs entre en jeu, et il existe dans
ce cas un paramètre βt > 0 (l’inverse de la température) tel que les coordonnées sont approximativement distribuées selon une densité
proportionnelle à e−βtφ(s).
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Abstract. We prove that the set of possible values for the percolation threshold pc of Cayley graphs has a gap at 1 in the sense that there
exists ε0 > 0 such that for every Cayley graph G one either has pc(G) = 1 or pc(G) ≤ 1 − ε0. The proof builds on the new approach
of Duminil-Copin, Goswami, Raoufi, Severo & Yadin (Duke Math. J. 169 (2020) 3539–3563) to the existence of phase transition using
the Gaussian free field, combined with the finitary version of Gromov’s theorem on the structure of groups of polynomial growth of
Breuillard, Green & Tao (Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci. 116 (2012) 115–221).

Résumé. Nous prouvons que l’ensemble des valeurs possibles pour les seuils critiques de percolation pc de graphes de Cayley a une
« lacune » en 1, dans le sens qu’il existe ε0 > 0 tel que pour tout graphe de Cayley G, on a soit pc(G) = 1, soit pc(G) ≤ 1 − ε0.
La démonstration s’appuie sur la nouvelle approche de Duminil-Copin, Goswami, Raoufi, Severo & Yadin (Duke Math. J. 169 (2020)
3539–3563) pour prouver l’existence de la transition de phase en utilisant le champ libre gaussien, combinée avec la version finitaire
du théorème de Gromov sur la structure des groupes à croissance polynomiale de Breuillard, Green & Tao (Publ. Math. Inst. Hautes
Études Sci. 116 (2012) 115–221).
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An upper bound for pc in range-R bond percolation in two and
three dimensions

Jieliang Honga

Faculty of Industrial Engineering and Management, Technion, Haifa, Israel, ajielianghong@gmail.com

Abstract. An upper bound for the critical probability of the range-R bond percolation in d = 2 and d = 3 is obtained by connecting the
bond percolation with the SIR epidemic model, thus complementing the lower bound result in Frei and Perkins (Electron. J. Probab.
21 (2016) Paper No. 56, 1–22).

Résumé. Une borne supérieure pour la probabilité critique de la percolation par arêtes de portée R dans d = 2 et d = 3 est obtenue
en connectant le modèle de percolation avec le modèle épidémique SIR, complétant ainsi le résultat dans Frei et Perkins (Electron. J.
Probab. 21 (2016) Paper No. 56, 1–22) qui donne une borne inférieure.
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Shirshendu Ganguly1,a and Milind Hegde2,b

1Department of Statistics, U.C. Berkeley, Berkeley, CA, USA, asganguly@berkeley.edu
2Department of Mathematics, Columbia University, New York, NY, USA, bmilind.hegde@columbia.edu

Abstract. There has recently been much activity within the Kardar–Parisi–Zhang universality class spurred by the construction of the
canonical limiting object, the parabolic Airy sheet S : R2 → R (Dauvergne, Ortmann and Virág (2018)). The parabolic Airy sheet pro-
vides a coupling of parabolic Airy2 processes – a universal limiting geodesic weight profile in planar last passage percolation models –
and a natural goal is to understand this coupling. Geodesic geometry suggests that the difference of two parabolic Airy2 processes, i.e.,
a difference profile, encodes important structural information. This difference profile D, given by R → R : x �→ S(1, x) − S(−1, x),
was first studied by Basu, Ganguly and Hammond (2019), who showed that it is monotone and almost everywhere constant, with its
points of non-constancy forming a set of Hausdorff dimension 1/2. Noticing that this is also the Hausdorff dimension of the zero set
of Brownian motion, we adopt a different approach. Establishing previously inaccessible fractal structure of D, we prove, on a global
scale, that D is absolutely continuous on compact sets to Brownian local time (of rate four) in the sense of increments, which also
yields the main result of Basu, Ganguly and Hammond (2019) as a simple corollary. Further, on a local scale, we explicitly obtain
Brownian local time of rate four as a local limit of D at a point of increase, picked by a number of methods, including at a typical point
sampled according to the distribution function D. Our arguments rely on the representation of S in terms of a last passage problem
through the parabolic Airy line ensemble and an understanding of geodesic geometry at deterministic and random times.

Résumé. Il y a eu récemment beaucoup d’activité au sein de la classe d’universalité de Kardar–Parisi–Zhang stimulée par la construc-
tion de l’objet limite canonique, le drap d’Airy parabolique S : R2 → R (Dauvergne, Ortmann et Virág (2018)). Le drap d’Airy para-
bolique fournit un couplage de processus Airy2 paraboliques – un profil géodésique limite universel dans les modèles de percolation
planaires au dernier passage – et un objectif naturel est de comprendre ce couplage. La géométrie géodésique suggère que la différence
de deux processus Airy2 paraboliques, c’est-à-dire un profil de la différence, encode des informations structurelles importantes. Ce pro-
fil de différence D, donné par R → R : x �→ S(1, x) − S(−1, x), a d’abord été étudié par Basu, Ganguly et Hammond (2019), qui ont
montré qu’il est monotone et presque partout constant, avec ses points de non-constance formant un ensemble de dimension Hausdorff
1/2. Constatant qu’il s’agit également de la dimension de Hausdorff de l’ensemble des zéros du mouvement brownien, nous adoptons
une approche différente. En établissant une structure fractale jusqu’alors inaccessible de D, nous prouvons, à l’échelle globale, que D
est absolument continu sur des ensembles compacts à temps local brownien (de taux quatre) au sens des accroissements, ce qui donne
également le résultat principal de Basu, Ganguly et Hammond (2019) comme un simple corollaire. De plus, à l’échelle locale, nous
obtenons explicitement le temps local brownien de taux quatre comme limite locale de D en un point d’accroissement, choisi par un
certain nombre de méthodes, y compris en un point typique échantillonné selon la fonction de distribution D. Nos arguments s’appuient
sur la représentation de S en termes d’un problème de dernier passage au moyen de l’ensemble parabolique de lignes d’Airy et sur une
compréhension de la géométrie géodésique en des temps déterministes et aléatoires.
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Asymptotics for the critical level and a strong invariance principle
for high intensity shot noise fields
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Abstract. We study fine properties of the convergence of a high intensity shot noise field towards the Gaussian field with the same
covariance structure. In particular we (i) establish a strong invariance principle, i.e. a quantitative coupling between a high intensity
shot noise field and the Gaussian limit such that they are uniformly close on large domains with high probability, and (ii) use this to
derive an asymptotic expansion for the critical level above which the excursion sets of the shot noise field percolate.

Résumé. On étudie les propriétés fines de convergence d’un champ shot noise haute fréquence vers le champ gaussien de même struc-
ture de covariance. En particulier, on (i) établit un strong invariance principle, i.e. un couplage quantitatif entre un champ shot noise
haute fréquence et son champ limite gaussien tel qu’ils soient uniformément proches sur de larges domaines avec grande probabilité,
et (ii) on en déduit un développement asymptotique du seuil critique de percolation du champ shot noise.
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Quasi-geometric rough paths and rough change of variable formula

Carlo Bellingeria
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Abstract. Using some basic notions from the theory of Hopf algebras and quasi-shuffle algebras, we introduce rigorously a new family
of rough paths: the quasi-geometric rough paths. We discuss their main properties. In particular, we will relate them with iterated
Brownian integrals and the concept of “simple bracket extension”, developed in the PhD thesis of David Kelly. As consequence of
these results, we have a sufficient criterion to show for any γ ∈ (0,1) and any sufficiently smooth function ϕ : Rd → R a rough change
of variable formula on any γ -Hölder continuous path x : [0, T ] →R

d , i.e. an explicit expression of ϕ(xt ) in terms of rough integrals.

Résumé. En utilisant certaines notions de base de la théorie des algèbres de Hopf et des algèbres de quasi-battage, nous introduisons
formellement une nouvelle famille de chemins rugueux : les chemins rugueux quasi géométriques. Nous en examinons les propriétés
principales. En particulier, nous les mettons en relation avec les intégrales itérées du mouvement brownien et avec le concept de
« simple bracket extension », développé dans la thèse de David Kelly. Comme conséquence de ces résultats, nous disposons d’un
critère suffisant pour montrer pour toute γ ∈ (0,1) et toute fonction suffisamment lisse ϕ : Rd → R une formule de changement de
variable rugueuse pour tout chemin γ -Hölder x : [0, T ] → R

d , c’est-à-dire une expression explicite de ϕ(xt ) en termes d’intégrales
rugueuses.
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Abstract. Rough paths techniques give the ability to define solutions of stochastic differential equations driven by signals X which
are not semimartingales and whose p-variation is finite only for large values of p. In this context, rough integrals are usually Riemann–
Stieltjes integrals with correction terms that are sometimes seen as unnatural. As opposed to those somewhat artificial correction
terms, our endeavor in this note is to produce a trapezoid rule for rough integrals driven by general d-dimensional Gaussian processes.
Namely we shall approximate a generic rough integral

∫
y dX by Riemann sums avoiding the usual higher order correction terms,

making the expression easier to work with and more natural. Our approximations apply to all controlled processes y and to a wide
range of Gaussian processes X including fractional Brownian motion with a Hurst parameter H > 1/4. As a corollary of the trapezoid
rule, we also consider the convergence of a midpoint rule for integrals of the form

∫
f (X)dX.

Résumé. La théorie des trajectoires rugueuses ouvre la possibilité de résoudre des équations différentielles stochastiques dirigées par
un signal général X. Cette théorie va au-delà du cas d’une semi-martingale, et concerne un signal X dont la p-variation est finie pour p

arbitrairement grand. Dans ce contexte les intégrales rugueuses sont généralement définies comme des intégrales de Riemann–Stieljes,
corrigées par des termes qui peuvent paraître non naturels. Dans la présente note nous proposons de remplacer ces termes quelque peu
artificiels par une approximation trapézoïdale, dans le cas où X est un processus Gaussien d-dimensionnel général. Plus précisément,
nous approchons une intégrale rugueuse de la forme

∫
y dX par une somme de Riemann tout en évitant les termes correctifs d’ordre

supérieur, ce qui rend l’expression plus facile à manipuler et plus naturelle. Nos approximations fonctionnent pour tous les processus
contrôlés y, ainsi que pour une classe importante de processus Gaussiens X comprenant le mouvement brownien fractionnaire avec
paramètre de Hurst H > 1/4. Nous énonçons aussi un résultat de convergence concernant la règle du point milieu pour des intégrales
de la forme

∫
f (X)dX. Ce dernier résultat est un corollaire de notre règle trapézoïdale.
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Abstract. In this paper, we propose a nonparametric estimation method for the conditional density function of Y given X, from
independent and identically distributed observations (Xi,Yi)1≤i≤n. We consider a regression strategy related to projection subspaces
of L2 generated by non compactly supported bases. This first study is then extended to the case where Y is not directly observed, but
only Z = Y + ε, where ε is a noise with known density. In these two settings, we build and study collections of estimators, compute
their rates of convergence on anisotropic space on non-compact supports, and prove related lower bounds. Then, we consider adaptive
estimators for which we also prove risk bounds.

Résumé. Dans cet article, nous proposons une méthode d’estimation non-paramétrique de la densité conditionnelle de Y sachant X,
à partir d’un échantillon d’observations (Xi,Yi)1≤i≤n, indépendantes et identiquement distribuées. Notre stratégie s’appuie sur un
contraste de régression pour reconstruire une projection de la fonction cible sur des sous-espaces de L

2 engendrés par des bases à
support non compact. Cette étude est ensuite étendue au cas où la variable Y n’est pas directement observée, mais remplacée par
Z = Y + ε où ε est un bruit de densité connue. Dans ces deux contextes, nous construisons et étudions des collections d’estimateurs,
calculons leurs vitesses de convergence sur des espaces anisotropiques de fonctions à support non compact. Des bornes inférieures
associées sont également prouvées. Enfin, nous proposons des estimateurs adaptatifs, pour lesquels nous démontrons des bornes de
risque de type oracle.
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Abstract. We show that external randomization may enforce the convergence of test statistics to their limiting distributions in particular
cases. This results in a sharper inference. Our approach is based on a central limit theorem for weighted sums. We apply our method to
a family of rank-based test statistics and a family of phi-divergence test statistics and prove that, with overwhelming probability with
respect to the external randomization, the randomized statistics converge at the rate O(1/n) (up to some logarithmic factors) to the
limiting chi-square distribution in Kolmogorov metric.

Résumé. Nous montrons que l’ajout de randomisation externe peut guider la convergence des statistiques de test vers leurs lois limites
dans certains cas particuliers. Il en résulte une inférence plus précise. Notre approche est basée sur un théorème central limite pour
les sommes pondérées. Nous appliquons notre méthode à une famille de statistiques de test basées sur les rangs et à une famille
de statistiques de test de phi-divergence et nous prouvons que, avec grande probabilité par rapport à la randomisation externe, les
statistiques randomisées convergent à un taux O(1/n) (en négligeant certains facteurs logarithmiques) vers la distribution limite du
chi-deux dans la distance de Kolomogorov.
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Abstract. The paper investigates existence and uniqueness for a stochastic differential equation (SDE) depending on the law density
of the solution, involving a Schwartz distribution. Those equations, known as McKean SDEs, are interpreted in the sense of a suitable
singular martingale problem. A key tool used in the analysis is the corresponding Fokker–Planck equation.

Résumé. Cet article explore existence et unicité pour une équation différentielle stochastique (EDS) dépendant de la loi de la solution,
dont un coefficient contient une distribution de Schwartz. Ces équations sont connues sous le nom d’EDS de type McKean et sont
interprétées à l’aide d’un problème de martingales approprié. Un outil fondamental de l’analyse est l’équation de Fokker–Planck
correspondante.
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Abstract. In this paper, we establish the existence and the uniqueness of solutions of stochastic evolution equations (SEEs) with
reflection in an infinite dimensional ball. Our framework is sufficiently general to include e.g. the stochastic Navier–Stokes equations.

Résumé. Nous établissons dans cet article l’existence et l’unicité des équations d’évolution stochastique avec réflexion dans une boule
de dimension infinie. Notre méthodes sont assez générales et s’appliquent par exemple aux équations de Navier Stokes.
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Abstract. Existence and uniqueness of solutions to the stochastic heat equation with multiplicative spatial noise is studied. In the spirit
of pathwise regularization by noise, we show that a perturbation by a sufficiently irregular continuous path establish wellposedness of
such equations, even when the drift and diffusion coefficients are given as generalized functions or distributions. In addition we prove
regularity of the averaged field associated to a Lévy fractional stable motion, and use this as an example of a perturbation regularizing
the multiplicative stochastic heat equation.

Résumé. L’existence et l’unicité des solutions de l’équation de la chaleur stochastique avec bruit spatial multiplicatif sont étudiées.
Dans l’esprit de la régularisation par le bruit trajectorielle des équations différentielles ordinaires, nous montrons qu’une perturbation
additive par des fonctions suffisamment irrégulières permet d’obtenir existence et unicité, et ce même lorsque les coefficients sont
des fonctions généralisées. De plus, nous étudions la régularité du champ moyennisé associé aux processus fractionnaires de Lévy
stables. Nous utilisons de tels processus comme exemples de perturbations régularisantes pour l’équation de la chaleur stochastique
multiplicative.
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Dissipation in parabolic SPDEs II:
Oscillation and decay of the solution
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Abstract. We consider a stochastic heat equation of the type, ∂tu = ∂2
xu + σ(u)Ẇ on (0,∞) × [−1,1] with periodic boundary

conditions and non-degenerate positive initial data, where σ : R → R is a non-random Lipschitz continuous function and Ẇ denotes
space-time white noise. If additionally σ(0) = 0 then the solution is known to be strictly positive; see Mueller (Stoch. Stoch. Rep. 37
(1991) 225–245). In that case, we prove that the oscillation of the logarithm of the solution decays sublinearly as time tends to infinity.
Among other things, it follows that, with probability one, all limit points of t−1 supx∈[−1,1] logu(t, x) and t−1 infx∈[−1,1] logu(t, x)

must coincide. As a consequence of this fact, we prove that, when σ is linear, there is a.s. only one such limit point and hence the entire
path decays almost surely at an exponential rate.

Résumé. On considère une équation de la chaleur stochastique du type, ∂tu = ∂2
xu + σ(u)Ẇ sur (0,∞) × [−1,1] avec des condi-

tions aux limites périodiques et des données initiales positives non dégénérées, où σ : R → R est une fonction continue lipschitzienne
non aléatoire et Ẇ désigne un bruit blanc spatio-temporel. Si en plus σ(0) = 0, alors la solution est strictement positive, voir Muel-
ler (Stoch. Stoch. Rep. 37 (1991) 225–245). Dans ce cas, nous prouvons que l’oscillation du logarithme de la solution décroît de
manière souslinéaire lorsque le temps tend vers l’infini. Entre autres, il s’ensuit que, avec probabilité un, tous les points limites de
t−1 supx∈[−1,1] logu(t, x) et t−1 infx∈[−1,1] logu(t, x) doivent coïncider. En conséquence de ce fait, nous prouvons que, quand σ

est linéaire, il n’y a presque sûrement qu’un seul point limite. Par conséquent, toute la trajectoire décroît exponentiellement presque
sûrement.
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[6] N. N. Čentsov. Wiener random fields depending on several parameters. Dokl. Akad. Nauk SSSR 106 (1956) 607–609. MR0077824
[7] M. Cranston, T. S. Mountford and T. Shiga. Lyapunov exponents for the parabolic Anderson model. Acta Math. Univ. Comenian. (N.S.) 71 (2)

(2002) 321–355. MR1980378
[8] D. A. Freedman. On tail probabilities for martingales. Ann. Probab. 3 (1) (1975) 100–118. MR0380971 https://doi.org/10.1214/aop/1176996452
[9] P. Ghosal and Y. Lin Lyapunov exponents of the SHE for general initial data. Preprint, 2020.

[10] Y. Gu and T. Komorowski KPZ on the torus: Gaussian fluctuations. Preprint, 2021.
[11] Y. Gu and T. Komorowski High temperature behaviors of the directed polymer on a cylinder. Preprint, 2021. MR4379456 https://doi.org/10.1007/

s10955-022-02899-2

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1289
mailto:davar@math.utah.edu
mailto:kunwoo@postech.ac.kr
mailto:carl.e.mueller@rochester.edu
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2796514
https://doi.org/10.1002/cpa.20347
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2606507
https://doi.org/10.1214/ECP.v15-1535
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1705123
https://doi.org/10.1007/s004400050226
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1910468
https://doi.org/10.1515/rose.2001.9.1.77
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1185878
https://doi.org/10.1090/memo/0518
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0077824
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1980378
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0380971
https://doi.org/10.1214/aop/1176996452
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4379456
https://doi.org/10.1007/s10955-022-02899-2
https://doi.org/10.1007/s10955-022-02899-2


[12] D. Khoshnevisan. Analysis of Stochastic Partial Differential Equations. NSF – CBMS Regional Conf. Series in Math. 119. American Math. Soc.,
Providence, RI, 2014. MR3222416 https://doi.org/10.1090/cbms/119

[13] D. Khoshnevisan, K. Kim, C. Mueller and S.-Y. Shiu. Dissipation in parabolic SPDEs. J. Stat. Phys. 179 (2020) 502–534. MR4091567
https://doi.org/10.1007/s10955-020-02540-0

[14] J. F. C. Kingman. The ergodic theory of subadditive stochastic processes. J. Roy. Statist. Soc. Ser. B 30 (3) (1968) 499–510. MR0254907
[15] J. F. C. Kingman. Subadditive ergodic theory. Ann. Probab. 1 (6) (1973) 883–909. MR0356192 https://doi.org/10.1214/aop/1176996798
[16] C. Mueller. On the support of solutions to the heat equation with noise. Stoch. Stoch. Rep. 37 (4) (1991) 225–245. MR1149348 https://doi.org/10.

1080/17442509108833738
[17] C. Mueller and D. Nualart. Regularity of the density for the stochastic heat equation. Electron. J. Probab. 13 (74) (2008) 2248–2258. MR2469610

https://doi.org/10.1214/EJP.v13-589
[18] D. Nualart. The Malliavin Calculus and Related Topics. Springer, New York, 2006. MR2200233
[19] D. Nualart and E. Pardoux. Markov field properties of solutions of white noise driven quasi-linear parabolic PDEs. Stoch. Stoch. Rep. 48 (1994)

17–44. MR1786190 https://doi.org/10.1080/17442509408833896
[20] T. Shiga. Two contrasting properties of solutions for one-dimensional stochastic partial differential equations. Canad. J. Math. 46 (2) (1994)

415–437. MR1271224 https://doi.org/10.4153/CJM-1994-022-8
[21] J. B. Walsh. An introduction to stochastic partial differential equations. In École d’été de probabilités de Saint-Flour, XIV – 1984 265–439. Lecture

Notes in Math. 1180. Springer, Berlin, 1986. MR0876085 https://doi.org/10.1007/BFb0074920
[22] T. B. Zel’dovich, S. A. Molchanov, A. A. Ruzmaikin and D. D. Sokolov. Intermittency of passive fields in random media. J. Exp. Theor. Phys.

(1985) 2061–2072 (in Russian).
[23] T. B. Zel’dovich, S. A. Molchanov, A. A. Ruzmaikin and D. D. Sokolov. Intermittency, diffusion, and generation in a nonstationary random

medium. Sov. Sci. Rev. C Math. Phys. 7 (1988) 1–110. MR1128327

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3222416
https://doi.org/10.1090/cbms/119
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4091567
https://doi.org/10.1007/s10955-020-02540-0
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0254907
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0356192
https://doi.org/10.1214/aop/1176996798
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1149348
https://doi.org/10.1080/17442509108833738
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2469610
https://doi.org/10.1214/EJP.v13-589
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2200233
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1786190
https://doi.org/10.1080/17442509408833896
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1271224
https://doi.org/10.4153/CJM-1994-022-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0876085
https://doi.org/10.1007/BFb0074920
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1128327
https://doi.org/10.1080/17442509108833738


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2023, Vol. 59, No. 3, 1642–1676
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1300
© Association des Publications de l’Institut Henri Poincaré, 2023

Dynamical random walk on the integers with a drift
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Abstract. We consider a particle performing a random walk on Z driven by expanding maps. We provide sufficient conditions for the
position of the particle zn to satisfy the Central Limit Theorem.

Résumé. On considère une particule qui suit une marche aléatoire sur Z, dirigée par un systèmes dynamiques expansif. On fournit des
conditions suffisantes pour que la position zn de la particule satisfasse le Théorème Central Limite.
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Abstract. In this paper we introduce the notion of Kudō-continuity for real-valued functions on the space of all complete sub-σ -
algebras of a standard probability space. This is an a priori strengthening of continuity with respect to strong convergence. We show
that conditional entropies are Kudō-continuous, and discuss an application to the study of Furstenberg entropy spectra of SAT*-spaces.

Résumé. Dans cet article, nous introduisons la notion de Kudo-continuité pour les fonctions à valeurs réelles sur l’espace de toutes
les sous-σ -algèbres complètes d’un espace de probabilité standard. A priori il s’agit d’un renforcement de la continuité par rapport à
la convergence forte. Nous montrons que les entropies conditionnelles sont Kudō-continues, et discutons une application à l’étude des
spectres d’entropie de Furstenberg des espaces SAT*.
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Abstract. We prove universality of the Yaglom limit of Lipschitz cones among all unimodal Lévy processes sufficiently close to the
isotropic α-stable Lévy process.

Résumé. On prouve l’universalité de la limite de Yaglom dans les cônes de Lipschitz parmi tous les processus de Lévy unimodaux
suffisamment proches du processus de Lévy isotrope α-stable.
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[14] K. Bogdan, T. Kumagai and M. Kwaśnicki. Boundary Harnack inequality for Markov processes with jumps. Trans. Amer. Math. Soc. 367 (2015)

477–517. MR3271268 https://doi.org/10.1090/S0002-9947-2014-06127-8
[15] K. Bogdan, Z. Palmowski and L. Wang. Yaglom limit for stable processes in cones. Electron. J. Probab. 23 (2018) 1–19. MR3771748

https://doi.org/10.1214/18-EJP133
[16] L. Chaumont. Conditionings and path decompositions for Lévy processes. Stochastic Process. Appl. 64 (1996) 39–54. MR1419491

https://doi.org/10.1016/S0304-4149(96)00081-6

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1301
mailto:gavin.armstrong@cwu.edu
mailto:krzysztof.bogdan@pwr.edu.pl
mailto:tomasz.grzywny@pwr.edu.pl
mailto:lukasz.lezaj@pwr.edu.pl
mailto:wanglm@nankai.edu.cn
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3498004
https://doi.org/10.1214/14-AIHP635
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2075671
https://doi.org/10.1023/B:POTA.0000033333.72236.dc
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1428753
https://doi.org/10.1214/aoap/1034625256
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4322399
https://doi.org/10.1017/apr.2020.71
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1617603
https://doi.org/10.1080/15326349808807478
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1796345
https://doi.org/10.1080/15326340008807602
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1232850
https://doi.org/10.1016/0304-4149(93)90092-I
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1331218
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0898871
https://doi.org/10.1017/CBO9780511721434
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2722789
https://doi.org/10.1214/10-AOP532
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3249349
https://doi.org/10.1016/j.spa.2014.06.001
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3165234
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2014.01.007
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3350043
https://doi.org/10.1007/s00440-014-0568-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3271268
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-2014-06127-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3771748
https://doi.org/10.1214/18-EJP133
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1419491
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(96)00081-6
https://doi.org/10.1023/B:POTA.0000033333.72236.dc


[17] L. Chaumont and R. A. Doney. On Lévy processes conditioned to stay positive. Electron. J. Probab. 10 (28) (2005) 948–961. MR2164035
https://doi.org/10.1214/EJP.v10-261

[18] Z.-Q. Chen, P. Kim and R. Song. Dirichlet heat kernel estimates for rotationally symmetric Lévy processes. Proc. Lond. Math. Soc. (3) 109 (2014)
90–120. MR3237737 https://doi.org/10.1112/plms/pdt068

[19] W. Cygan, T. Grzywny and B. Trojan. Asymptotic behavior of densities of unimodal convolution semigroups. Trans. Amer. Math. Soc. 369 (2017)
5623–5644. MR3646773 https://doi.org/10.1090/tran/6830

[20] I. Czarna and Z. Palmowski. Parisian quasi-stationary distributions for asymmetric Lévy processes. Statist. Probab. Lett. 127 (2017) 75–84.
MR3648297 https://doi.org/10.1016/j.spl.2017.03.011

[21] E. B. Dynkin. Markov Processes. Vols. I, II. Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften 121, 122. Academic Press Inc., Publishers,
New York; Springer-Verlag, Berlin–Göttingen–Heidelberg, 1965. Translated with the authorization and assistance of the author by J. Fabius, V.
Greenberg, A. Maitra, G. Majone. MR0193671

[22] P. A. Ferrari, H. Kesten, S. Martinez and P. Picco. Existence of quasi-stationary distributions. A renewal dynamical approach. Ann. Probab. 23
(1995) 501–521. MR1334159
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[29] T. Grzywny, Ł. Leżaj and M. Miśta. Hitting probabilities for Lévy processes on the real line. ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat. 18 (2021)

727–760. MR4243514 https://doi.org/10.30757/alea.v18-27
[30] T. Grzywny and M. Ryznar. Potential theory of one-dimensional geometric stable processes. Colloq. Math. 129 (2012) 7–40. MR3007664

https://doi.org/10.4064/cm129-1-2
[31] T. Grzywny, M. Ryznar and B. Trojan. Asymptotic behaviour and estimates of slowly varying convolution semigroups. Int. Math. Res. Not. IMRN

23 (2019) 7193–7258. MR4039012 https://doi.org/10.1093/imrn/rnx324
[32] T. Grzywny and K. Szczypkowski. Lévy processes: Concentration function and heat kernel bounds. Bernoulli 26 (2020) 3191–3223. MR4140542

https://doi.org/10.3150/20-BEJ1220
[33] T. Grzywny and K. Szczypkowski. Estimates of heat kernels of non-symmetric Lévy processes. Forum Math. 33 (2021) 1207–1236. MR4308627

https://doi.org/10.1515/forum-2020-0364
[34] B. Haas and V. Rivero. Quasi-stationary distributions and Yaglom limits of self-similar Markov processes. Stochastic Process. Appl. 122 (2012)

4054–4095. MR2971725 https://doi.org/10.1016/j.spa.2012.08.006
[35] S. C. Harris, E. Horton, A. E. Kyprianou and M. Wang. Yaglom limit for critical nonlocal branching Markov processes. Ann. Probab. 50 (6)

(2022) 2373–2408. https://doi.org/10.1214/22-AOP1585
[36] D. L. Iglehart. Random walks with negative drift conditioned to stay positive. J. Appl. Probab. 11 (1974) 742–751. MR0368168 https://doi.org/10.

2307/3212557
[37] S. D. Jacka and G. O. Roberts. Weak convergence of conditioned processes on a countable state space. J. Appl. Probab. 32 (1995) 902–916.

MR1363332 https://doi.org/10.2307/3215203
[38] J. Jacod and A. N. Shiryaev. Limit Theorems for Stochastic Processes. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles

of Mathematical Sciences] 288. Springer-Verlag, Berlin, 1987. MR0959133 https://doi.org/10.1007/978-3-662-02514-7
[39] V. Knopova and R. L. Schilling. A note on the existence of transition probability densities of Lévy processes. Forum Math. 25 (2013) 125–149.

MR3010850 https://doi.org/10.1515/form.2011.108
[40] T. Kulczycki and M. Ryznar. Gradient estimates of harmonic functions and transition densities for Lévy processes. Trans. Amer. Math. Soc. 368

(2016) 281–318. MR3413864 https://doi.org/10.1090/tran/6333
[41] M. Kwaśnicki. Ten equivalent definitions of the fractional Laplace operator. Fract. Calc. Appl. Anal. 20 (2017) 7–51. MR3613319

https://doi.org/10.1515/fca-2017-0002
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Tail asymptotics for extinction times of self-similar fragmentations
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Université Sorbonne Paris Nord, LAGA, CNRS (UMR 7539) 93430 Villetaneuse, France, ahaas@math.univ-paris13.fr

Abstract. We provide the exact large-time behavior of the tail distribution of the extinction time of a self-similar fragmentation process
with a negative index of self-similarity, improving thus a previous result on the logarithmic asymptotic behavior of this tail. Two factors
influence this behavior: the distribution of the largest fragment at the time of a dislocation and the index of self-similarity. As an
application we obtain the asymptotic behavior of all positive moments of the largest fragment and compare it to the behavior of the
positive moments of a tagged fragment, whose decrease is in general significantly slower. We illustrate our results on several examples,
including fragmentations related to random real trees – for which we thus obtain the asymptotic behavior of the tail distribution of the
height – such as the stable Lévy trees of Duquesne, Le Gall and Le Jan (including the Brownian tree of Aldous), the alpha-model of
Ford and the beta-splitting model of Aldous.

Résumé. Nous décrivons le comportement en temps grand de la queue de distribution du temps d’extinction d’un processus de frag-
mentation auto-similaire avec un indice d’auto-similarité négatif, améliorant significativement ainsi un résultat précédent sur le com-
portement logarithmique de cette queue. Deux facteurs influencent ce comportement : la distribution du plus gros fragment lors d’une
dislocation et l’indice d’auto-similarité. Comme conséquence, nous obtenons le comportement asymptotique des moments positifs du
plus grand fragment et le comparons au comportement des moments positifs d’un fragment marqué, dont la décroissance est en général
significativement plus lente. Nous illustrons nos résultats avec plusieurs exemples, dont des fragmentations liées à des arbres réels
aléatoires – pour lesquels nous obtenons ainsi le comportement asymptotique de la queue de distribution de la hauteur – tels que les
arbres de Lévy stables de Duquesne, Le Gall et Le Jan (y compris l’arbre brownien d’Aldous), le modèle alpha de Ford et le modèle
dit “beta-splitting” d’Aldous.

MSC2020 subject classifications: 60J25; 60G18; 60J80

Keywords: Self-similar fragmentations; Extinction time; Tail behavior; Random real trees

References

[1] D. Aldous. Probability distributions on cladograms. In Random Discrete Structures 1–18. Minneapolis, MN, 1993. IMA Vol. Math. Appl. 76.
Springer, New York, 1996. MR1395604 https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0719-1_1

[2] J. Berestycki. Ranked fragmentations. ESAIM Probab. Stat. 6 (2002) 157–175. MR1943145 https://doi.org/10.1051/ps:2002009
[3] J. Bertoin. Homogeneous fragmentation processes. Probab. Theory Related Fields 121 (2001) 301–318. MR1867425 https://doi.org/10.1007/

s004400100152
[4] J. Bertoin. Self-similar fragmentations. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 38 (2002) 319–340. MR1899456 https://doi.org/10.1016/

S0246-0203(00)01073-6
[5] J. Bertoin. The asymptotic behavior of fragmentation processes. J. Eur. Math. Soc. (JEMS) 5 (2003) 395–416. MR2017852 https://doi.org/10.

1007/s10097-003-0055-3
[6] J. Bertoin. Random Fragmentation and Coagulation Processes. Cambridge Studies in Advanced Mathematics 102. Cambridge University Press,

Cambridge, 2006. MR2253162 https://doi.org/10.1017/CBO9780511617768
[7] J. Bertoin, T. Budd, N. Curien and I. Kortchemski. Martingales in self-similar growth-fragmentations and their connections with random planar

maps. Probab. Theory Related Fields 172 (2018) 663–724. MR3877545 https://doi.org/10.1007/s00440-017-0818-5
[8] J. Bertoin and M. Yor. Exponential functionals of Lévy processes. Probab. Surv. 2 (2005) 191–212. MR2178044 https://doi.org/10.1214/

154957805100000122
[9] M. D. Brennan and R. Durrett. Splitting intervals. Ann. Probab. 14 (1986) 1024–1036. MR0841602

[10] M. D. Brennan and R. Durrett. Splitting intervals II: Limit laws for lengths. Probab. Theory Related Fields 75 (1987) 109–127. MR0879556
https://doi.org/10.1007/BF00320085

[11] B. Chen, D. Ford and M. Winkel. A new family of Markov branching trees: The alpha-gamma model. Electron. J. Probab. 14 (15) (2009) 400–430.
MR2480547 https://doi.org/10.1214/EJP.v14-616

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1306
mailto:haas@math.univ-paris13.fr
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1395604
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0719-1_1
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1943145
https://doi.org/10.1051/ps:2002009
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1867425
https://doi.org/10.1007/s004400100152
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1899456
https://doi.org/10.1016/S0246-0203(00)01073-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2017852
https://doi.org/10.1007/s10097-003-0055-3
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2253162
https://doi.org/10.1017/CBO9780511617768
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3877545
https://doi.org/10.1007/s00440-017-0818-5
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2178044
https://doi.org/10.1214/154957805100000122
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0841602
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0879556
https://doi.org/10.1007/BF00320085
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2480547
https://doi.org/10.1214/EJP.v14-616
https://doi.org/10.1007/s004400100152
https://doi.org/10.1016/S0246-0203(00)01073-6
https://doi.org/10.1007/s10097-003-0055-3
https://doi.org/10.1214/154957805100000122


[12] N. Curien, T. Duquesne, I. Kortchemski and I. Manolescu. Scaling limits and influence of the seed graph in preferential attachment trees. J. Éc.
Polytech. Math. 2 (2015) 1–34. MR3326003 https://doi.org/10.5802/jep.15

[13] T. Duquesne. A limit theorem for the contour process of conditioned Galton-Watson trees. Ann. Probab. 31 (2003) 996–1027. MR1964956
https://doi.org/10.1214/aop/1048516543

[14] T. Duquesne and J.-F. Le Gall. Random Trees, Lévy Processes and Spatial Branching Processes. Société mathématique de France, Paris, France,
2002. MR1954248

[15] T. Duquesne and M. Wang. Decomposition of Lévy trees along their diameter. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 53 (2017) 539–593.
MR3634265 https://doi.org/10.1214/15-AIHP725

[16] A. Filippov. On the distribution of the sizes of particles which undergo splitting. Theory Probab. Appl. 6 (1961) 275–294.
[17] D. Ford Probabilities on cladograms: Introduction to the alpha model. Preprint. Available at arXiv:math/0511246. MR2708802
[18] B. Haas. Loss of mass in deterministic and random fragmentations. Stochastic Process. Appl. 106 (2003) 245–277. MR1989629 https://doi.org/10.

1016/S0304-4149(03)00045-0
[19] B. Haas. Asymptotic behavior of solutions of the fragmentation equation with shattering: An approach via self-similar Markov processes. Ann.

Appl. Probab. 20 (2010) 382–429. MR2650037 https://doi.org/10.1214/09-AAP622
[20] B. Haas. Precise asymptotics for the density and the upper tail of exponential functionals of subordinators. Séminaire de Probabilités. To appear.
[21] B. Haas and G. Miermont. The genealogy of self-similar fragmentations with negative index as a continuum random tree. Electron. J. Probab. 9

(4) (2004) 57–97. MR2041829 https://doi.org/10.1214/EJP.v9-187
[22] B. Haas and G. Miermont. Scaling limits of Markov branching trees with applications to Galton-Watson and random unordered trees. Ann. Probab.

40 (2012) 2589–2666. MR3050512 https://doi.org/10.1214/11-AOP686
[23] B. Haas, G. Miermont, J. Pitman and M. Winkel. Continuum tree asymptotics of discrete fragmentations and applications to phylogenetic models.

Ann. Probab. 36 (2008) 1790–1837. MR2440924 https://doi.org/10.1214/07-AOP377
[24] B. Haas and V. Rivero. Quasi-stationary distributions and Yaglom limits of self-similar Markov processes. Stochastic Process. Appl. 122 (2012)

4054–4095. MR2971725 https://doi.org/10.1016/j.spa.2012.08.006
[25] B. Haas and R. Stephenson. Scaling limits of k-ary growing trees. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 51 (2015) 1314–1341. MR3414449

https://doi.org/10.1214/14-AIHP622
[26] D. P. Kennedy. The distribution of the maximum Brownian excursion. J. Appl. Probab. 13 (1976) 371–376. MR0402955 https://doi.org/10.1017/

s0021900200094468
[27] J. F. C. Kingman. The coalescent. Stochastic Process. Appl. 13 (1982) 235–248. MR0671034 https://doi.org/10.1016/0304-4149(82)90011-4
[28] A. Kolmogorov. Uber das logarithmisch normale Verteilungsgesetz der Dimensionen der Teilchen bei Zerstuckelung. C. R. Acad. Sci. URSS 31

(1941) 99–101. MR0004415
[29] J.-F. Le Gall and Y. Le Jan. Branching processes in Lévy processes: The exploration process. Ann. Probab. 26 (1998) 213–252. MR1617047

https://doi.org/10.1214/aop/1022855417
[30] K. Maulik and B. Zwart. Tail asymptotics for exponential functionals of Lévy processes. Stochastic Process. Appl. 116 (2006) 156–177.

MR2197972 https://doi.org/10.1016/j.spa.2005.09.002
[31] E. McGrady and R. M. Ziff. Shattering transition in fragmentation. Phys. Rev. Lett. 58 (1987) 892. MR0927489 https://doi.org/10.1103/

PhysRevLett.58.892
[32] G. Miermont. Self-similar fragmentations derived from the stable tree. I. Splitting at heights. Probab. Theory Related Fields 127 (2003) 423–454.

MR2018924 https://doi.org/10.1007/s00440-003-0295-x
[33] M. Minchev and M. Savov Asymptotic of densities of exponential functionals of subordinators. Preprint. Available at arXiv:2104.05381.
[34] J. Nussbaumer and A. Winter The algebraic α-ford tree under evolution. Preprint. Available at arXiv:2006.09316.
[35] J. Pitman. Coalescents with multiple collisions. Ann. Probab. 27 (1999) 1870–1902. MR1742892 https://doi.org/10.1214/aop/1022677552
[36] V. Rivero. Tail asymptotics for exponential functionals of Lévy processes: The convolution equivalent case. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab.

Stat. 48 (2012) 1081–1102. MR3052404 https://doi.org/10.1214/12-AIHP477
[37] S. O. Stefansson. The infinite volume limit of Ford’s alpha model. Acta Phys. Pol. B 2 (2009) 555–562.

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3326003
https://doi.org/10.5802/jep.15
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1964956
https://doi.org/10.1214/aop/1048516543
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1954248
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3634265
https://doi.org/10.1214/15-AIHP725
http://arxiv.org/abs/arXiv:math/0511246
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2708802
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1989629
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(03)00045-0
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2650037
https://doi.org/10.1214/09-AAP622
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2041829
https://doi.org/10.1214/EJP.v9-187
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3050512
https://doi.org/10.1214/11-AOP686
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2440924
https://doi.org/10.1214/07-AOP377
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2971725
https://doi.org/10.1016/j.spa.2012.08.006
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3414449
https://doi.org/10.1214/14-AIHP622
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0402955
https://doi.org/10.1017/s0021900200094468
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0671034
https://doi.org/10.1016/0304-4149(82)90011-4
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0004415
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1617047
https://doi.org/10.1214/aop/1022855417
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2197972
https://doi.org/10.1016/j.spa.2005.09.002
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0927489
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.58.892
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2018924
https://doi.org/10.1007/s00440-003-0295-x
http://arxiv.org/abs/arXiv:2104.05381
http://arxiv.org/abs/arXiv:2006.09316
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1742892
https://doi.org/10.1214/aop/1022677552
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3052404
https://doi.org/10.1214/12-AIHP477
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(03)00045-0
https://doi.org/10.1017/s0021900200094468
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.58.892


Recommandations aux auteurs
Instructions to authors

Les Annales de l’I.H.P., Probabilités et Statistiques, sont une revue internationale publiant des articles originaux en français
et en anglais. Le journal publie des articles de qualité reflétant les différents aspects des processus stochastiques, de la statistique
mathématique et des domaines contigus.

A compter du 14 avril 2008, les Annales ont adopté le système EJMS pour soumettre et traiter les articles. Les au-
teurs sont encouragés à utiliser ce système et peuvent y accéder à l’adresse https://www.e-publications.org/ims/submission/.
Des informations complémentaires se trouvent à https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
annales-de-linstitut-henri-poincare-manuscript-submission/. Les articles peuvent être écrits en français ou en anglais. Sous le titre,
les auteurs indiqueront leurs prénoms et noms ainsi qu’une désignation succincte de leur laboratoire – notamment l’adresse. Afin de
faciliter la communication, il est aussi souhaitable que les auteurs fournissent une adresse de courrier électronique.

Les articles doivent être accompagnés d’un résumé précisant clairement les points essentiels développés dans l’article. Pour les
articles en français, l’auteur est invité à fournir la traduction en anglais de ce résumé. Pour les articles en anglais, l’auteur est invité
à fournir un résumé en français. Le comité éditorial pourra effectuer ces traductions le cas échéant.

Les références seront numérotées continûment, renvoyant à la liste bibliographique indiquant l’initiale du prénom + le nom de
l’auteur, le titre de la publication, le titre de la Revue, l’année, la tomaison ou le cas échéant le numéro, les pages de début et de fin
d’article et, dans le cas d’un livre, l’éditeur, le lieu et l’année d’édition.

Les articles acceptés pour publication sont considérés comme ne varietur. Les auteurs recevront une seule épreuve de leur article :
celle-ci devra être retournée à l’éditeur dans le délai maximal d’une semaine. Toutes modifications ou corrections excessives autres
que celles provenant d’erreurs typographiques peuvent être facturées aux auteurs. La publication des articles ou mémoires est gratuite,
la facturation des pages est optionnelle. L’auteur correspondant recevra un fichier pdf de leur article final par courrier electronique.

Les auteurs sont encouragés à préparer leurs manuscrits au moyen de l’un des logiciels Plain TeX, LaTeX ou AMS TeX. Un
support LATEX se trouve à l’adresse https://www.e-publications.org/ims/support/

The Annales de l’I.H.P., Probabilites et Statistiques is an international Journal publishing original articles in French or in English.
The Journal publishes papers of high quality representing different aspects of the theory of stochastic processes, mathematical
statistics and related fields.

Effective April 14, 2008, the Annales has adopted an Electronic Journal Management System (EJMS) for submission
and handling of papers by the editorial board and reviewers for its journal. Authors are encouraged to use this system and
should access EJMS at https://www.e-publications.org/ims/submission/. Please see https://imstat.org/journals-and-publications/
annales-de-linstitut-henri-poincare/annales-de-linstitut-henri-poincare-manuscript-submission/ for additional details. Papers may
be written in French or in English. The authors give their name below the title, together with their current affiliation and address. In
order to facilitate communication, the authors should also provide an e-mail address.

Articles should begin with a summary explaining the basic points developed in the article. For papers in English, the authors
should provide the translation in French of this summary. The Editorial committee will supply the translation if necessary. The
authors of articles in French should provide the translation in English of this summary.

References should be numbered, referring to the bibliography giving for each reference the initial and name of the author followed
by the title of the publication, the name of the Journal, the volume, the year, the pages of the article, and in the case of a book, the
editor, the place and year of edition.

Papers accepted for publication are considered as ne variatur. The corresponding author will receive email regarding proofs,
which should be sent back to the publisher within one week.

A charge may be made for any excessive corrections other than those due to typographical errors.
The publication of articles is free, page charges are optional. Every corresponding author will receive a pdf file via email of the

final article. Paper offprints may be purchased by using the IMS Offprint Purchase Order Forms below.
The authors are encouraged to prepare their manuscripts using Plain TeX, LaTeX or AMS TeX. A LaTeX support page is available

at https://www.e-publications.org/ims/support/

https://www.e-publications.org/ims/submission/
https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/annales-de-linstitut-henri-poincare-manuscript-submission/
https://www.e-publications.org/ims/support/
https://www.e-publications.org/ims/submission/
https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/annales-de-linstitut-henri-poincare-manuscript-submission/
https://www.e-publications.org/ims/support/
https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/annales-de-linstitut-henri-poincare-manuscript-submission/
https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/annales-de-linstitut-henri-poincare-manuscript-submission/


• Editors-in-chief
Giambattista Giacomin, Université de Paris
Yueyun Hu, Université Sorbonne Paris Nord

• Editorial Board
E. Aïdékon, Fudan University
S. Arlot, Université Paris-Sud
J. Bertoin, Universität Zürich
F. Caravenna, Univ. Milano-Bicocca
D. Chafai, Ecole Normale Supérieure, Paris
I. Corwin, Columbia University
A. Debussche, École Normale Supérieure de Rennes
I. Dumitriu, UC San Diego
B. Gess, Universität Bielefeld
S. Gouëzel, Université de Nantes
A. Guillin, Clermont-Auvergne University
M. Hairer, Imperial College London
M. Hoffmann, Univ. Paris-Dauphine
N. Holden, ETH Zurich
T. Hutchcroft, California Institute of Technology
A. Nachmias, Tel Aviv University
J. Norris, Cambridge University
R. Rhodes, Université Aix-Marseille
J. Rousseau, University of Oxford
M. Sasada, University of Tokyo
P. Sousi, Cambridge University
B. de Tilière, Univ. Paris-Dauphine
V. Wachtel, Universität München
H. Weber, University of Münster

Indexations: Current Contents (PC&ES), Zentralblatt für Mathematik, Inspec, Current Index to statistics,
Pascal (INIST), Science Citation Index, SciSearch®, Research Alert®, Compu Math Citation Index®,
MathSciNet. Also covered in the abstract and citation database SCOPUS®.


