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Asymptotics for Strassen’s optimal transport problem

Lei Yua

School of Statistics and Data Science, LPMC, KLMDASR, and LEBPS, Nankai University, Tianjin 300071, China, aleiyu@nankai.edu.cn

Abstract. In this paper, we consider Strassen’s version of optimal transport (OT) problem, which concerns minimizing the excess-cost
probability (i.e., the probability that the cost is larger than a given value) over all couplings of two given distributions. We derive large
deviation, moderate deviation, and central limit theorems for this problem. Our proof is based on Strassen’s dual formulation of the OT
problem, Sanov’s theorem on the large deviation principle (LDP) of empirical measures, as well as the moderate deviation principle
(MDP) and central limit theorems (CLT) of empirical measures. In order to apply the LDP, MDP, and CLT to Strassen’s OT problem,
nested formulas for Strassen’s OT problem are derived. Based on these nested formulas and using a splitting technique, we construct
asymptotically optimal solutions to Strassen’s OT problem and its dual formulation.

Résumé. Dans cet article, nous considérons la version de Strassen du problème de transport optimal (TO), qui porte sur la minimisation
de la probabilité de surcoût (c’est-à-dire la probabilité que le coût soit supérieur à une valeur donnée) sur tous les couplages de deux
distributions données. Nous obtenons des théorèmes de grande déviation, de déviation modérée et de limite centrale pour ce problème.
Notre preuve est basée sur la formulation duale du problème TO introduite par Strassen, le théorème de Sanov sur le principe de
grande déviation (PGD) des mesures empiriques, ainsi que le principe de déviation modérée (PDM) et les théorèmes centraux limites
(TCL) des mesures empiriques. Afin d’appliquer les PGD, PDM et TLC au problème TO de Strassen, des formules imbriquées pour
le problème TO de Strassen sont établies. Sur la base de ces formules imbriquées et en utilisant une technique de division, nous
construisons des solutions asymptotiquement optimales au problème TO de Strassen et à sa formulation duale.
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[15] V. Dobrić and J. E. Yukich. Asymptotics for transportation cost in high dimensions. J. Theor. Probab. 8 (1) (1995) 97–118. MR1308672
https://doi.org/10.1007/BF02213456

[16] R. M. Dudley. The speed of mean Glivenko–Cantelli convergence. Ann. Math. Stat. 40 (1) (1969) 40–50. MR0236977 https://doi.org/10.1214/
aoms/1177697802

[17] N. Fournier and A. Guillin. On the rate of convergence in Wasserstein distance of the empirical measure. Probab. Theory Related Fields 162 (3)
(2015) 707–738. MR3383341 https://doi.org/10.1007/s00440-014-0583-7

[18] A. Ganesh and N. O’Connell. Large and moderate deviations for matching problems and empirical discrepancies. Markov Process. Related Fields
13 (1) (2007) 85–98. MR2321752

[19] A. L. Gibbs and F. E. Su. On choosing and bounding probability metrics. Int. Stat. Rev. 70 (3) (2002) 419–435.
[20] N. Gozlan and C. Léonard. A large deviation approach to some transportation cost inequalities. Probab. Theory Related Fields 139 (1–2) (2007)

235–283. MR2322697 https://doi.org/10.1007/s00440-006-0045-y
[21] L. V. Kantorovich. On the translocation of masses. Dokl. Akad. Nauk SSSR 37 (7–8) (1942) 227–229. MR0009619
[22] A. T. Lopez and V. Jog. Generalization error bounds using Wasserstein distances. In 2018 IEEE Information Theory Workshop (ITW) 1–5. IEEE,

New York, 2018.
[23] G. Monge. Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais. Histoire de l’Académie royale des sciences de Paris (1781) 666–704.
[24] R. Munkres. Topology. Pearson Education, Limited, 2014. MR0464128
[25] E. Nummelin. Uniform and ratio limit theorems for Markov renewal and semi-regenerative processes on a general state space. Annales de l’IHP

Probabilités et statistiques 14 (1978) 119–143. MR0507729
[26] K. R. Parthasarathy. Probability Measures on Metric Spaces. Academic Press, New York, 1967. MR0226684
[27] S. T. Rachev and L. Rüschendorf. Mass Transportation Problems: Volume I: Theory, 1. Springer Science & Business Media, New York, 1998.

MR1619171
[28] G. O. Roberts and J. S. Rosenthal. General state space Markov chains and mcmc algorithms. Probab. Surv. 1 (2004) 20–71. MR2095565

https://doi.org/10.1214/154957804100000024
[29] Y. Rubner, C. Tomasi and L. J. Guibas. The Earth mover’s distance as a metric for image retrieval. Int. J. Comput. Vis. 40 (2) (2000) 99–121.
[30] M. A. Schmitz, M. Heitz, N. Bonneel, F. Ngole, D. Coeurjolly, M. Cuturi, G. Peyré and J.-L. Starck. Wasserstein dictionary learning: Optimal

transport-based unsupervised nonlinear dictionary learning. SIAM J. Imaging Sci. 11 (1) (2018) 643–678. MR3769700 https://doi.org/10.1137/
17M1140431

[31] M. Sommerfeld and A. Munk. Inference for empirical Wasserstein distances on finite spaces. J. R. Stat. Soc. Ser. B. Stat. Methodol. 80 (1) (2018)
219–238. MR3744719 https://doi.org/10.1111/rssb.12236

[32] V. Strassen. The existence of probability measures with given marginals. Ann. Math. Stat. 36 (2) (1965) 423–439. MR0177430 https://doi.org/10.
1214/aoms/1177700153

[33] M. Talagrand. Matching random samples in many dimensions. Ann. Appl. Probab. 2 (4) (1992) 846–856. MR1189420
[34] M. Talagrand. The transportation cost from the uniform measure to the empirical measure in dimension ≥ 3. Ann. Probab. (1994) 919–959.

MR1288137
[35] M. Talagrand and J. E. Yukich. The integrability of the square exponential transportation cost. Ann. Appl. Probab. (1993) 1100–1111. MR1241036
[36] C. Tameling, M. Sommerfeld and A. Munk. Empirical optimal transport on countable metric spaces: Distributional limits and statistical applica-

tions. Ann. Appl. Probab. 29 (5) (2019) 2744–2781. MR4019874 https://doi.org/10.1214/19-AAP1463
[37] T. Van Erven and P. Harremoës. Rényi divergence and Kullback–Leibler divergence. IEEE Trans. Inf. Theory 60 (7) (2014) 3797–3820.

MR3225930 https://doi.org/10.1109/TIT.2014.2320500
[38] C. Villani. Topics in Optimal Transportation, 58. American Mathematical Soc., Providence, 2003. MR1964483 https://doi.org/10.1090/gsm/058
[39] C. Villani. Optimal Transport: Old and New, 338. Springer Science & Business Media, New York, 2008. MR2459454 https://doi.org/10.1007/

978-3-540-71050-9
[40] L. Wang, G. W. Wornell and L. Zheng. Fundamental limits of communication with low probability of detection. IEEE Trans. Inf. Theory 62 (6)

(2016) 3493–3503. MR3506747 https://doi.org/10.1109/TIT.2016.2548471
[41] J. Weed and F. Bach. Sharp asymptotic and finite-sample rates of convergence of empirical measures in Wasserstein distance. Bernoulli 25 (4A)

(2019) 2620–2648. MR4003560 https://doi.org/10.3150/18-BEJ1065
[42] L. Wu. Large deviations, moderate deviations and LIL for empirical processes. Ann. Probab. 22 (1) (1994) 17–27. MR1258864
[43] L. Yu and V. Y. F. Tan. Asymptotic coupling and its applications in information theory. IEEE Trans. Inf. Theory 65 (3) (2018) 1321–1344.

MR3923171 https://doi.org/10.1109/TIT.2018.2857763

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3916938
https://doi.org/10.1214/18-AOP1275
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2571413
https://doi.org/10.1007/978-3-642-03311-7
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1308672
https://doi.org/10.1007/BF02213456
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0236977
https://doi.org/10.1214/aoms/1177697802
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3383341
https://doi.org/10.1007/s00440-014-0583-7
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2321752
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2322697
https://doi.org/10.1007/s00440-006-0045-y
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0009619
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0464128
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0507729
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0226684
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1619171
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2095565
https://doi.org/10.1214/154957804100000024
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3769700
https://doi.org/10.1137/17M1140431
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3744719
https://doi.org/10.1111/rssb.12236
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0177430
https://doi.org/10.1214/aoms/1177700153
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1189420
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1288137
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1241036
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4019874
https://doi.org/10.1214/19-AAP1463
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3225930
https://doi.org/10.1109/TIT.2014.2320500
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1964483
https://doi.org/10.1090/gsm/058
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2459454
https://doi.org/10.1007/978-3-540-71050-9
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3506747
https://doi.org/10.1109/TIT.2016.2548471
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4003560
https://doi.org/10.3150/18-BEJ1065
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1258864
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3923171
https://doi.org/10.1109/TIT.2018.2857763
https://doi.org/10.1214/aoms/1177697802
https://doi.org/10.1137/17M1140431
https://doi.org/10.1214/aoms/1177700153
https://doi.org/10.1007/978-3-540-71050-9


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2023, Vol. 59, No. 4, 1778–1812
https://doi.org/10.1214/23-AIHP1389
This research was funded, in whole or in part, by [European Research Council, 817257]. A CC BY 4.0 license is applied
to this article arising from this submission, in accordance with the grant’s open access conditions

Lipschitz continuity of probability kernels in the optimal transport
framework

E. Dolera1,a and E. Mainini2,b

1Department of Mathematics, University of Pavia, Pavia, 27100, Italy, aemanuele.dolera@unipv.it
2Department of Machanical Engineering, University of Genova, Genova, 16145, Italy, bedoardo.mainini@unige.it

Abstract. In Bayesian statistics, a continuity property of the posterior distribution with respect to the observable variable is crucial
as it expresses well-posedness, i.e., stability with respect to errors in the measurement of data. Essentially, this requires analyzing the
continuity of a probability kernel or, equivalently, of a conditional probability distribution with respect to the conditioning variable.

Here, we tackle this problem from a theoretical point of view. Let (X,dX) be a metric space, and let B(Rd ) denote the Borel
σ -algebra on R

d . Let π(·|·) : B(Rd ) × X → [0,1] be a dominated probability kernel, i.e. of the form π(dθ |x) = g(x, θ)π(dθ) for
some suitable function g : X × R

d → [0,+∞). We provide general conditions ensuring the Lipschitz continuity of the mapping
X � x �→ π(·|x) ∈ P(Rd) when the space of probability measures P(Rd) on (Rd ,B(Rd)) is endowed with a metric arising within
the optimal transport framework, such as a Wasserstein metric. In particular, we prove explicit upper bounds for the Lipschitz constant
in terms of Fisher-information functionals and weighted Poincaré constants, obtained by exploiting the dynamic formulation of the
optimal transport.

Finally, we give some illustrations on noteworthy classes of probability kernels, and we apply the main results to improve on some
open questions in Bayesian statistics, dealing with the approximation of posterior distributions by mixtures and posterior consistency.

Résumé. En statistique bayésienne, une propriété de continuité de la distribution a posteriori par rapport à la variable observée est
cruciale puisque’elle exprime le caractère bien posé du problème, c’est-à-dire la stabilité par rapport aux erreurs de mesure dans
les données. Cela nécessite essentiellement d’analyser la continuité d’un noyau de probabilité ou, de manière équivalente, d’une
distribution de probabilité conditionnelle par rapport à la variable de conditionnement.

Ici, nous abordons ce problème d’un point de vue théorique. Soit (X,dX) un espace métrique, et soit B(Rd ) la tribu borélienne
sur Rd . Soit π(·|·) : B(Rd) ×X → [0,1] un noyau de probabilité dominé, c’est-à-dire de la forme π(dθ |x) = g(x, θ)π(dθ) pour une
fonction appropriée g : X → [0,+∞). Nous fournissons des conditions générales assurant la continuité lipschitzienne de l’application
x ∈ X �→ P(Rd) lorsque que l’espace des mesures de probabilités P(Rd) sur (Rd ,B(Rd )) est muni d’une métrique issue d’un
cadre de transport optimal, telle qu’une métrique de Wasserstein. En particulier, nous prouvons des bornes supérieures explicites pour
la constante de Lipschitz en termes de fonctionnelles d’information de Fisher et de constantes de Poincaré pondérées, obtenues en
exploitant la formulation dynamique du transport optimal.

Enfin, nous donnons quelques illustrations sur des classes remarquables de noyaux de probabilité, et nous appliquons nos résul-
tats principaux pour améliorer certaines questions ouvertes en statistique bayésienne, traitant de l’approximation de distributions a
posteriori par des mélanges et la consistance a posteriori.
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Abstract. For a multidimensional driftless diffusion in an unbounded, smooth, sub-linear generalized parabolic domain, with oblique
reflection from the boundary, we give natural conditions under which either explosion occurs, if the domain narrows sufficiently fast at
infinity, or else there is superdiffusive transience, which we quantify with a strong law of large numbers. For example, in the case of a
planar domain, explosion occurs if and only if the area of the domain is finite. We develop and apply novel semimartingale criteria for
studying explosions and establishing strong laws, which are of independent interest.

Résumé. Pour une diffusion multidimensionnelle sans dérive dans un domaine parabolique généralisé non borné, lisse, sous-linéaire,
avec réflexion oblique à partir de la frontière, on donne des conditions naturelles dans lesquelles soit l’explosion se produit, si le
domaine se rétrécit suffisamment vite envers l’infini, soit il y a la transience superdiffusive, que nous quantifions avec une loi forte des
grands nombres. Par exemple, dans le cas d’un domaine planaire, l’explosion se produit si et seulement si la surface du domaine est
finie. Nous développons et appliquons de nouveaux critères de semimartingale pour étudier les explosions et établir des lois fortes, qui
présentent un intérêt indépendant.
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Abstract. Motivated by entropic optimal transport, time reversal of diffusion processes is revisited. An integration by parts formula is
derived for the carré du champ of a Markov process in an abstract space. It leads to a time reversal formula for a wide class of diffusion
processes in R

n possibly with singular drifts, extending the already known results in this domain.
The proof of the integration by parts formula relies on stochastic derivatives. This formula is applied to compute the semimartingale

characteristics of the time-reversed P ∗ of a diffusion measure P provided that the relative entropy of P with respect to another diffusion
measure R is finite, and the semimartingale characteristics of the time-reversed R∗ are known (for instance when the reference path
measure R is reversible).

As an illustration of the robustness of this method, the integration by parts formula is also employed to derive a time-reversal
formula for a random walk on a graph.

Résumé. L’étude du retournement du temps des processus de diffusion est reprise en vue d’applications au transport entropique
optimal. On prouve une formule d’intégration par parties pour le carré du champ d’un processus de Markov dans un espace abstrait qui
nous permet d’obtenir une formule de retournement du temps pour une grande classe de processus de diffusion à valeurs dans Rn dont
les coefficients de dérive peuvent présenter des singularités, étendant en cela les résultats antérieurs sur le sujet.

La preuve de la formule d’intégration par parties se fait à l’aide de dérivées stochastiques. Cette formule nous permet de calculer
les caractéristiques de la semi-martingale de loi P ∗ retournée temporelle de la loi P d’une diffusion, sous l’hypothèse que l’entropie
relative de P par rapport à une mesure de chemins R de référence dont on connait les caractéristiques de la semi-martingale de loi
retournée R∗, par exemple lorsque R est réversible.

Pour illustrer la flexibilité de cette méthode, la formule d’intégration par parties est aussi utilisée pour prouver une formule de
retournement du temps pour des marches aléatoires sur des graphes.
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Stable limit theorems for additive functionals of one-dimensional
diffusion processes

Loïc Béthencourta

Sorbonne Université, CNRS, Laboratoire de Probabilités, Statistique et Modélisation, F-75005 Paris, France,
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Abstract. We consider a positive recurrent one-dimensional diffusion process with continuous coefficients and we establish stable
central limit theorems for a certain type of additive functionals of this diffusion. In other words we find some explicit conditions on the
additive functional so that its fluctuations behave like some α-stable process in large time for α ∈ (0,2].

Résumé. On considère une diffusion unidimensionnelle, récurrente positive à coefficients continus et on établit des théorèmes central
limite pour un certain type de fonctionnelles additives de la diffusion. En d’autres termes, on donne des conditions explicites sur la
fonctionnelle additive pour que ses fluctuations se comportent comme un processus α-stable en temps grand, avec α ∈ (0,2].
MSC2020 subject classifications: 60J60; 60F05
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Doubly stochastic Yule cascades (part II): The explosion problem
in the non-reversible case
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Abstract. We analyze the explosion problem for a class of stochastic models introduced in (Dascaliuc et al. (2021)), referred to as
doubly stochastic Yule cascades. These models arise naturally in the construction of solutions to evolutionary PDEs as well as in
purely probabilistic first passage percolation phenomena having a Markov-type statistical dependence, new for this context. Using
cut-set arguments and a greedy algorithm, we respectively establish criteria for non-explosion and explosion without requiring the
time-reversibility of the underlying branching Markov chain (a condition required in Dascaliuc et al. 2021). Notable applications
include the explosion of the self-similar cascade of the Navier–Stokes equations in dimension d = 3 and non-explosion in dimensions
d ≥ 12.

Résumé. Nous étudions le problème d’explosion pour une classe de modèles stochastiques introduites dans (Dascaliuc et al. (2021)),
appelées cascades de Yule doublement stochastiques. Ces modèles interviennent naturellement dans la construction de solutions des
équations aux dérivées partielles évolutives ainsi que dans les phénomènes de percolation de premier passage purement probabi-
listes ayant une dépendance statistique de type Markov, nouvelle dans ce contexte. À l’aide d’arguments d’ensembles séparateurs et
d’algorithme glouton, nous établissons respectivement des critères de non-explosion et d’explosion sans exiger la réversibilité tem-
porelle de la chaîne de Markov branchante sous-jacente (une condition requise dans Dascaliuc et al. 2021). Les applications notables
incluent l’explosion de la cascade auto-similaire des équations de Navier–Stokes en dimension d = 3 et la non-explosion en dimension
d ≥ 12.

MSC2020 subject classifications: 60H30; 60J80
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Asymptotics of the distribution and harmonic moments for a
supercritical branching process in a random environment
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Abstract. Let (Zn) be a supercritical branching process in an independent and identically distributed random environment ξ . We
deduce the exact decay rate of the probability P(Zn = j |Z0 = k) as n → ∞, for each j ≥ k, assuming that P(Z1 = 0) = 0. We also
study the existence of harmonic moments of the random variable W = limn→∞ Zn

E(Zn|ξ)
under a simple moment condition.

Résumé. Soit (Zn) un processus de branchement surcritique en environnement aléatoire ξ indépendant et identiquement distribué.
Nous donnons un équivalent de la probabilité P(Zn = j |Z0 = k) lorsque n → ∞, pour tout j ≥ k, sous la condition P(Z1 = 0) = 0.
Nous étudions également l’existence des moments harmoniques de la variable aléatoire limite W = limn→∞ Zn

E(Zn|ξ)
, sous une hypo-

thèse simple d’existence de moments.
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Limit distributions of branching Markov chains

Vadim A. Kaimanovich1,a,b and Wolfgang Woess2,c

1Department of Mathematics and Statistics, University of Ottawa, Ottawa, Canada, avadim.kaimanovich@gmail.com, bvkaimano@uottawa.ca
2Institut für Diskrete Mathematik, Technische Universität Graz, Graz, Austria, cwoess@tugraz.at

Abstract. We study branching Markov chains on a countable state space (space of types) X with the focus on the qualitative aspects
of the limit behaviour of the evolving empirical population distributions. No conditions are imposed on the multitype offspring distri-
butions at the points of X other than to have the same average and to satisfy a uniform L logL moment condition. We show that the
arising population martingale is uniformly integrable. Convergence of population averages of the branching chain is then put in con-
nection with stationary spaces of the associated ordinary Markov chain on X (assumed to be irreducible and transient). Our principal
result is the almost sure convergence of the empirical distributions to a random probability measure on the boundary of an appropriate
compactification of X. Final considerations concern the general interplay between the measure theoretic boundaries of the branching
chain and the associated ordinary chain.

Résumé. Nous étudions les chaînes de Markov branchantes sur un espace d’états (espace de types) dénombrable X en mettant l’accent
sur les aspects qualitatifs du comportement limite de l’évolution des distributions empiriques de la population. Aucune condition n’est
imposée sur les distributions multitypes des descendants des points de X autre que d’avoir la même moyenne et de satisfaire à une
condition de moment de type L logL. Nous montrons que la martingale de population résultante est uniformément intégrable. Ensuite,
nous établissons le lien entre la convergence des moyennes empiriques de la chaîne branchante et les espaces stationnaires de la
chaîne de Markov ordinaire associée sur X (supposée irréductible et transiente). Notre résultat principal est la convergence presque
sûre des distributions empiriques vers une mesure de probabilité aléatoire sur le bord d’une compactification appropriée de X. Les
considérations finales portent sur l’interaction générale entre les bords mesurables de la chaîne branchante et de la chaîne ordinaire
associée.
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Abstract. In this article, we present an invariance principle for the paths of the directed random polymer in space dimension two in the
subcritical intermediate disorder regime. More precisely, the distribution of diffusively rescaled polymer paths converges in probability
to the law of Brownian motion when taking the weak disorder limit. So far analogous results have only been established for d 	= 2.
Along the way, we prove a local limit theorem which allows us to factorise the point-to-point partition function of the directed polymer
into a product of two point-to-plane partition functions.

Résumé. Dans cet article, nous présentons un principe d’invariance pour les chemins du polymère aléatoire dirigé dans l’espace de
dimension deux et dans le régime de désordre intermédiaire sous-critique. Plus précisément, la distribution des chemins de polymères
sous un changement d’échelle diffusif converge en probabilité vers la loi du mouvement brownien en prenant la limite de désordre
faible. Jusqu’à présent, des résultats analogues n’ont été établis que pour d 	= 2. En cours de route, nous prouvons un théorème limite
local qui nous permet de factoriser la fonction de partition point à point du polymère dirigé en un produit de deux fonctions de partition
point à plan.
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Empirical measures and random walks on compact spaces in the
quadratic Wasserstein metric

Bence Bordaa

Graz University of Technology, Steyrergasse 30, 8010 Graz, Austria, aborda@math.tugraz.at

Abstract. Estimating the rate of convergence of the empirical measure of an i.i.d. sample to the reference measure is a classical
problem in probability theory. Extending recent results of Ambrosio, Stra and Trevisan on 2-dimensional manifolds, in this paper we
prove sharp asymptotic and nonasymptotic upper bounds for the mean rate in the quadratic Wasserstein metric W2 on a d-dimensional
compact Riemannian manifold. Under a smoothness assumption on the reference measure, our bounds match the classical rate in the
optimal matching problem on the unit cube due to Ajtai, Komlós, Tusnády and Talagrand. The i.i.d. condition is relaxed to stationary
samples with a mixing condition. As an example of a nonstationary sample, we also consider the empirical measure of a random walk
on a compact Lie group. Surprisingly, on semisimple groups random walks attain almost optimal rates even without a spectral gap
assumption. The proofs are based on Fourier analysis, and in particular on a Berry–Esseen smoothing inequality for W2 on compact
manifolds, a result of independent interest with a wide range of applications.

Résumé. Estimer la vitesse de convergence de la mesure empirique d’un échantillon i.i.d. vers la mesure de référence est un problème
classique en théorie des probabilités. Dans cet article, nous étendons des résultats récents d’Ambrosio, Stra et Trevisan sur les variétés
riemanniennnes de dimension 2, et prouvons des bornes supérieures optimales, à la fois asymptotiques et non-asymptotiques, pour
la vitesse moyenne selon la distance de Wasserstein quadratique W2 sur une variété riemannienne compacte de dimension d. En
supposant que la mesure de référence est suffisamment lisse, nos bornes coïncident avec la vitesse de convergence classique pour le
problème d’appariement optimal sur le cube unité, dû à Ajtai, Komlós, Tusnády et Talagrand. Nous remplaçons l’hypothèse i.i.d. par
celle plus faible d’échantillons stationnaires satisfaisant une condition de mélange. Comme exemple d’échantillon non-stationnaire,
nous considérons aussi la mesure empirique d’une marche aléatoire sur un groupe de Lie compact. Étonnamment, pour les groupes
semi-simples, les marches aléatoires atteignent des vitesses de convergence presque optimales, même sans hypothèse de trou spectral.
Les preuves sont basées sur de l’analyse de Fourier, et en particulier sur une inégalité de lissage de Berry–Esseen pour W2 sur des
variétés riemanniennes compactes, un résultat qui est intéressant en lui-même et possède un grand nombre d’applications.
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Variability of paths and differential equations with BV-coefficients
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Abstract. We define compositions ϕ(X) of Hölder paths X in R
n and functions of bounded variation ϕ under a relative condition

involving the path and the gradient measure of ϕ. We show the existence and properties of generalized Lebesgue–Stieltjes integrals of
compositions ϕ(X) with respect to a given Hölder path Y . These results are then used, together with Doss’ transform, to obtain existence
and, in a certain sense, uniqueness results for differential equations in R

n driven by Hölder paths and involving coefficients of bounded
variation. Examples include equations with discontinuous coefficients driven by paths of two-dimensional fractional Brownian motions.

Résumé. Nous définissons les compositions ϕ(X) de trajectoires Hölder X dans R
n et les fonctions de variation bornée ϕ sous une

condition relative qui fait intervenir la trajectoire et la mesure de gradient de ϕ. Nous montrons l’existence et les propriétés des
intégrales généralisées de Lebesgue–Stieltjes des compositions de ϕ(X) par rapport à un trajectoire donnée de Hölder Y . Ces résultats
sont ensuite utilisés, ensemble avec la transformation de Doss, pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité pour des équations
différentielles dans R

n conduites par des trajectoires Hölder et avec des coefficients de variation bornée. Les exemples incluent des
équations avec des coefficients discontinus conduits par des trajectoires de mouvement brownien fractionnaire à deux dimensions.
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Functional CLT for non-Hermitian random matrices

László Erdősa and Hong Chang Jib

IST Austria, Klosterneuburg, Austria., alerdos@ist.ac.at, bhongchang.ji@ist.ac.at

Abstract. For large dimensional non-Hermitian random matrices X with real or complex independent, identically distributed, centered
entries, we consider the fluctuations of f (X) as a matrix where f is an analytic function around the spectrum of X. We prove that for
a generic bounded square matrix A, the quantity Trf (X)A exhibits Gaussian fluctuations as the matrix size grows to infinity, which
consists of two independent modes corresponding to the tracial and traceless parts of A. We find a new formula for the variance of the
traceless part that involves the Frobenius norm of A and the L2-norm of f on the boundary of the limiting spectrum.

Résumé. On étudie les fluctuations de f (X), où X est une matrice aléatoire non-hermitienne de grande taille à coefficients i.i.d.
(réels ou complexes), et f une fonction analytique sur un domaine qui contient le spectre de X. On prouve que, pour une matrice
carrée générique et bornée A, les fluctuations de la quantité trf (X)A sont asymptotiquement gaussiennes et comportent deux modes
indépendants, correspondant aux composantes traciale et de trace nulle de A. Une nouvelle formule est établie pour la variance de la
composante de trace nulle, qui fait intervenir la norme de Frobenius de A et la norme L2 de f sur la frontière du spectre limite.
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[2] J. Alt, L. Erdős and T. Krüger. Spectral radius of random matrices with independent entries. Probab. Math. Phys. 2 (2021) 221–280. MR4408013
https://doi.org/10.2140/pmp.2021.2.221
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Tightness of discrete Gibbsian line ensembles with exponential
interaction Hamiltonians
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Abstract. In this paper we introduce a framework to prove the tightness of a sequence of discrete Gibbsian line ensembles LN =
{L1

k
(u),L2

k
(u), . . . }, a countable collection of random curves. The sequence of discrete line ensembles LN we consider enjoys a

resampling invariance property, which we call (HN,HRW,N )-Gibbs property. We assume that LN satisfies technical Assumptions
A1–A4 on (HN,HRW,N ) and that the lowest labeled curve with a parabolic shift, LN

1 (u) + u2/2, converges weakly to a stationary
process in the topology of uniform convergence on compact sets. Under these assumptions, we prove our main result Theorem 2.18
that LN is tight and the H-Brownian Gibbs property holds for all subsequential limit line ensembles with H(x) = ex . Together with the
characterization result in Dimitrov (2021), this proves the convergence to the KPZ line ensemble. As an application of Theorem 2.18,

under the weak noise scaling, we show that the scaled log-gamma line ensemble LN
converge to the KPZ line ensemble.

Résumé. Dans cet article, nous introduisons un cadre de travail pour prouver la tension d’une suite d’ensembles discrets de droites
gibbsiennes LN = {L1

k
(u),L2

k
(u), . . . }, une collection dénombrable de courbes aléatoires. La suite d’ensembles de lignes discrètes

LN que nous considérons jouit d’une propriété d’invariance par rééchantillonnage, que nous appelons propriété (HN,HRW,N )-Gibbs.
Nous supposons que LN satisfait les hypothèses techniques A1–A4 sur (HN,HRW,N ) et que la courbe étiquetée la plus basse avec un
décalage parabolique, LN

1 (u)+u2/2, converge faiblement vers un processus stationnaire dans la topologie de la convergence uniforme

sur les ensembles compacts. Sous ces hypothèses, nous prouvons notre résultat principal, Theorem 2.18, que LN est tendu et que
la propriété H-Brownienne de Gibbs est vraie pour toutes les limites de sous-suites des ensembles de lignes avec H(x) = ex . Avec
le résultat de la caractérisation dans Dimitrov (2021), cela prouve la convergence vers l’ensemble de lignes KPZ. En application du

théorème 2.18 nous montrons que, dans la limite de bruit faible, l’ensemble de lignes log-gamma mis à l’échelle LN
converge vers

l’ensemble de lignes KPZ.
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Core size of a random partition for the Plancherel measure
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Abstract. We prove that the size of the e-core of a partition chosen under the Poissonised Plancherel measure converges in distribution
to, as the Poisson parameter goes to +∞ and after a suitable renormalisation, a sum of e−1 mutually independent Gamma distributions
with explicit parameters. Such a result already exists for the uniform measure on the set of partitions of n as n goes to +∞, the
parameters of the Gamma distributions being all equal. We rely on the fact that the descent set of a partition is a determinantal point
process under the Poissonised Plancherel measure and on a central limit theorem for such processes.

Résumé. Nous montrons que la taille du e-cœur d’une partition tirée selon la mesure de Plancherel poissonisée converge en distribu-
tion, quand le paramètre de Poisson tend vers +∞ et après renormalisation, vers une somme de e − 1 variables Gamma indépendentes
avec des paramètres explicites. Un tel résultat existe dans la littérature pour la loi uniforme sur les partitions de n quand n tend vers
+∞, les paramètres des lois Gamma étant tous égaux. La preuve repose sur le fait que l’ensemble de descentes d’une partition est un
processus ponctuel déterminantal sous la mesure de Plancherel poissonisée et sur l’utilisation d’un théorème central limite pour de tels
processus.
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Determinantal point processes conditioned on randomly
incomplete configurations
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Abstract. For a broad class of point processes, including determinantal point processes, we construct associated marked and condi-
tional ensembles, which allow to study a random configuration in the point process, based on information about a randomly incomplete
part of the configuration. We show that our construction yields a well behaving transformation of sufficiently regular point processes.
In the case of determinantal point processes, we explain that special cases of the conditional ensembles already appear implicitly in the
literature, namely in the study of unitary invariant random matrix ensembles, in the Its–Izergin–Korepin–Slavnov method to analyze
Fredholm determinants, and in the study of number rigidity. As applications of our construction, we show that a class of determinantal
point processes induced by orthogonal projection operators, including the sine, Airy, and Bessel point processes, satisfies a strengthened
notion of number rigidity, and we give a probabilistic interpretation of the Its–Izergin–Korepin–Slavnov method.

Résumé. Pour une large classe de processus de points, y compris les processus de points déterminantaux, nous construisons les en-
sembles marqués et conditionnés associés qui permettent d’étudier une configuration aléatoire dans le processus de points, à partir
d’information sur une partie aléatoirement incomplète de cette configuration. Nous montrons que notre construction produit une trans-
formation qui se comporte bien pour des processus de points suffisamment réguliers. Dans le cas des processus de points déterminan-
taux, nous expliquons que certains cas particuliers de ces ensembles conditionnés sont déjà apparus implicitement dans la littérature,
à savoir dans l’étude des ensembles de matrices aléatoires unitairement invariant, dans la méthode de Its, Izergin, Korepin et Slavnov
pour analyser les déterminants de Fredholm, et dans l’étude de la rigidité des nombres. Comme application de notre construction, nous
montrons qu’une classe de processus de points déterminantaux induits par des projections orthogonales, comprenant les processus de
points sinus, Airy et Bessel, satisfait une propriété plus forte que la rigidité des nombres, et nous donnons une interprétation probabiliste
de la méthode de Its, Izergin, Korepin et Slavnov.
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Uniform convergence to the Airy line ensemble
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Abstract. We show that classical integrable models of last passage percolation and the related nonintersecting random walks converge
uniformly on compact sets to the Airy line ensemble. Our core approach is to show convergence of nonintersecting Bernoulli random
walks in all feasible directions in the parameter space. We then use coupling arguments to extend convergence to other models.

Résumé. Nous montrons que les modèles intégrables classiques de percolation de dernier passage, et les marches aléatoires non-
intersectantes associées, convergent uniformément sur tout compact vers l’ensemble de lignes d’Airy. Le coeur de notre approche est
de montrer la convergence de marches aléatoires de Bernoulli non-intersectantes, dans toutes les directions possibles de l’espace des
paramètres. Nous utilisons ensuite des arguments de couplage afin d’étendre la convergence à d’autres modèles.
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Abstract. Barraquand and Le Doussal (Europhys. Lett. 137 (2022) 61003) introduced a family of stationary measures for the (conjec-
tural) KPZ fixed point on an interval with Neumann boundary conditions, and predicted that they arise as scaling limits of stationary
measures of all models in the KPZ universality class on an interval. In this paper, we show that the stationary measures for KPZ fixed
point on an interval arise as the scaling limits of the height increment processes for the open asymmetric simple exclusion process in
the steady state, with parameters changing appropriately as the size of the system tends to infinity.

Résumé. Barraquand et Le Doussal (Europhys. Lett. 137 (2022) 61003) ont introduit une famille de mesures stationnaires pour le
point fixe KPZ (conjectural) sur un intervalle avec conditions de Neumann aux bords. Ils ont prédit qu’elles apparaissent comme
limites d’échelle des mesures stationnaires dans tous les modèles de la classe d’universalité KPZ sur un intervalle. Dans cet article,
nous montrons que les mesures stationnaires pour le point fixe KPZ sur un intervalle apparaissent comme limites d’échelle du processus
des accroissements de la hauteur du processus d’exclusion simple asymétrique ouvert à l’état stable, avec des paramètres changeants
de façon appropriée lorsque la taille du système tend vers l’infini.
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The Wasserstein distance to the circular law
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Abstract. We investigate the Wasserstein distance between the empirical spectral distribution of non-Hermitian random matrices and
the circular law. For Ginibre matrices, we obtain an optimal rate of convergence n−1/2 in 1-Wasserstein distance. This shows that the
expected transport cost of complex eigenvalues to the uniform measure on the unit disk decays faster (due to the repulsive behaviour)
compared to that of i.i.d. points, which is known to include a logarithmic factor. For non-Gaussian entry distributions with finite
moments, we also show that the rate of convergence nearly attains this optimal rate.

Résumé. Nous étudions la distance de Wasserstein entre la distribution spectrale empirique des matrices aléatoires non hermitiennes
et la loi circulaire. Pour les matrices de Ginibre, nous obtenons un taux de convergence optimal n−1/2 en distance 1-Wasserstein. Cela
montre que d’espérance du coût de transport des valeurs propres complexes vers la mesure uniforme sur le disque unitaire décroît plus
rapidement (en raison du comportement répulsif) par rapport à celui de points i.i.d. qui inclut un facteur logarithmique. Pour le cas des
entrées avec loi non gaussienne à moments finis, nous montrons également que le taux de convergence atteint presque ce taux optimal.
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[22] V. Dobrić and J. E. Yukich. Asymptotics for transportation cost in high dimensions. J. Theor. Probab. 8 (1) (1995) 97–118. MR1308672
https://doi.org/10.1007/BF02213456

[23] P. J. Forrester. Log-Gases and Random Matrices (LMS-34). Princeton University Press, Princeton, 2010. MR2641363 https://doi.org/10.1515/
9781400835416

[24] N. Fournier and A. Guillin. On the rate of convergence in Wasserstein distance of the empirical measure. Probab. Theory Related Fields 162 (3)
(2015) 707–738. MR3383341 https://doi.org/10.1007/s00440-014-0583-7

[25] Y. V. Fyodorov, B. A. Khoruzhenko and H.-J. Sommers. Almost-Hermitian random matrices: Eigenvalue density in the complex plane. Phys. Lett.
A 226 (1–2) (1997) 46–52. MR1431718 https://doi.org/10.1016/S0375-9601(96)00904-8

[26] S. Geman. The spectral radius of large random matrices. Ann. Probab. 14 (4) (1986) 1318–1328.
[27] J. Ginibre. Statistical ensembles of complex, quaternion, and real matrices. J. Math. Phys. 6 (1965) 440–449. MR0173726 https://doi.org/10.1063/

1.1704292
[28] V. L. Girko. The circular law. Teor. Veroyatn. Primen. 29 (4) (1984) 669–679. MR0773436
[29] M. Goldman, M. Huesmann and F. Otto. A large-scale regularity theory for the Monge-Ampere equation with rough data and application to the

optimal matching problem. arXiv preprint. Available at arXiv:1808.09250 (2018).
[30] F. Götze and J. Jalowy. Rate of convergence to the Circular Law via smoothing inequalities for log-potentials. Random Matrices: Theory and

Applications (2020), 2150026. MR4302281 https://doi.org/10.1142/S201032632150026X
[31] F. Götze, A. Naumov, A. Tikhomirov and D. Timushev. On the local semicircular law for Wigner ensembles. Bernoulli 24 (3) (2018) 2358–2400.

MR3757532 https://doi.org/10.3150/17-BEJ931
[32] F. Götze and A. Tikhomirov. The circular law for random matrices. Ann. Probab. 38 (4) (2010) 1444–1491. MR2663633 https://doi.org/10.1214/

09-AOP522
[33] F. Götze and A. Tikhomirov. Optimal bounds for convergence of expected spectral distributions to the semi-circular law. Probab. Theory Related

Fields 165 (1–2) (2016) 163–233. MR3500270 https://doi.org/10.1007/s00440-015-0629-5
[34] A. Gusakova, Z. Kabluchko and C. Thäle. The β-Delaunay tessellation I: Description of the model and geometry of typical cells. Advances in

Applied Probability (2022), (to appear). MR4505686 https://doi.org/10.1017/apr.2022.6
[35] J. Gustavsson. Gaussian fluctuations of eigenvalues in the GUE. In Annales de l’IHP Probabilités et statistiques 151–178, 41, 2005. MR2124079

https://doi.org/10.1016/j.anihpb.2004.04.002
[36] C. Hoffman, A. E. Holroyd and Y. Peres. A stable marriage of Poisson and Lebesgue. Ann. Probab. 34 (4) (2006) 1241–1272. MR2257646

https://doi.org/10.1214/009117906000000098
[37] M. Huesmann, F. Mattesini and D. Trevisan. Wasserstein Asymptotics for the Empirical Measure of Fractional Brownian Motion on a Flat Torus.

arXiv preprint. Available at arXiv:2205.01025 (2022). MR4499874 https://doi.org/10.1016/j.spa.2022.09.008
[38] M. Huesmann and K.-T. Sturm. Optimal transport from Lebesgue to Poisson. Ann. Probab. 41 (4) (2013) 2426–2478. MR3112922

https://doi.org/10.1214/12-AOP814
[39] J. Jalowy. Rate of convergence for products of independent non-Hermitian random matrices. Electron. J. Probab. 26 (2021) 1–24. MR4254801

https://doi.org/10.1214/21-ejp625
[40] G. Lambert. Maximum of the characteristic polynomial of the Ginibre ensemble. Comm. Math. Phys. 378 (2) (2020) 943–985. MR4134939

https://doi.org/10.1007/s00220-020-03813-1
[41] G. Last and H. Thorisson. Transportation of diffuse random measures on R

d . arXiv preprint. Available at arXiv:2112.13053 (2021).
[42] C. Lautensack and S. Zuyev. Random Laguerre tessellations. Adv. in Appl. Probab. 40 (3) (2008) 630–650. MR2454026 https://doi.org/10.1239/

aap/1222868179
[43] T. Leblé. Local microscopic behavior for 2D Coulomb gases. Probab. Theory Related Fields 169 (3) (2017) 931–976. MR3719060

https://doi.org/10.1007/s00440-016-0744-y
[44] M. Ledoux. On optimal matching of Gaussian samples. J. Math. Sci. 238 (4) (2019) 495–522. MR3723584
[45] E. S. Meckes and M. W. Meckes. Concentration and convergence rates for spectral measures of random matrices. Probab. Theory Related Fields

156 (1–2) (2013) 145–164. MR3055255 https://doi.org/10.1007/s00440-012-0423-6
[46] E. S. Meckes and M. W. Meckes. A rate of convergence for the circular law for the complex Ginibre ensemble. Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. (6)

24 (1) (2015) 93–117. MR3325952 https://doi.org/10.5802/afst.1443
[47] A. Mehta. Online matching and ad allocation (2013). MR3122104 https://doi.org/10.1561/0400000057
[48] M. L. Mehta. Random Matrices. Elsevier, Amsterdam, 2004. MR2129906
[49] F. Nazarov, M. Sodin and A. Volberg. Transportation to random zeroes by the gradient flow. Geom. Funct. Anal. 17 (3) (2007) 887–935.

MR2346279 https://doi.org/10.1007/s00039-007-0613-z
[50] S. O’Rourke and N. Williams. Partial linear eigenvalue statistics for non-Hermitian random matrices. arXiv preprint. Available at

arXiv:1912.08856 (2019).
[51] R. Peyre. Comparison between W2 distance and H-1 norm, and localization of Wasserstein distance. ESAIM Control Optim. Calc. Var. 24 (4)

(2018) 1489–1501. MR3922440 https://doi.org/10.1051/cocv/2017050
[52] M. Prod’homme. Contributions to the optimal transport problem and its regularity. Theses, Université Paul Sabatier – Toulouse III, 2021. Available

at https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-03419872.
[53] K. Rajan and L. F. Abbott. Eigenvalue spectra of random matrices for neural networks. Phys. Rev. Lett. 97 (18) (2006) 188104.

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3820329
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2018.06.004
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2967966
https://doi.org/10.1142/S2010326312500074
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3916938
https://doi.org/10.1214/18-AOP1275
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3127919
https://doi.org/10.1214/12-AIHP489
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1308672
https://doi.org/10.1007/BF02213456
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2641363
https://doi.org/10.1515/9781400835416
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3383341
https://doi.org/10.1007/s00440-014-0583-7
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1431718
https://doi.org/10.1016/S0375-9601(96)00904-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0173726
https://doi.org/10.1063/1.1704292
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0773436
http://arxiv.org/abs/arXiv:1808.09250
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4302281
https://doi.org/10.1142/S201032632150026X
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3757532
https://doi.org/10.3150/17-BEJ931
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2663633
https://doi.org/10.1214/09-AOP522
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3500270
https://doi.org/10.1007/s00440-015-0629-5
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4505686
https://doi.org/10.1017/apr.2022.6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2124079
https://doi.org/10.1016/j.anihpb.2004.04.002
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2257646
https://doi.org/10.1214/009117906000000098
http://arxiv.org/abs/arXiv:2205.01025
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4499874
https://doi.org/10.1016/j.spa.2022.09.008
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3112922
https://doi.org/10.1214/12-AOP814
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4254801
https://doi.org/10.1214/21-ejp625
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4134939
https://doi.org/10.1007/s00220-020-03813-1
http://arxiv.org/abs/arXiv:2112.13053
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2454026
https://doi.org/10.1239/aap/1222868179
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3719060
https://doi.org/10.1007/s00440-016-0744-y
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3723584
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3055255
https://doi.org/10.1007/s00440-012-0423-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3325952
https://doi.org/10.5802/afst.1443
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3122104
https://doi.org/10.1561/0400000057
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2129906
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2346279
https://doi.org/10.1007/s00039-007-0613-z
http://arxiv.org/abs/arXiv:1912.08856
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3922440
https://doi.org/10.1051/cocv/2017050
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-03419872
https://doi.org/10.1515/9781400835416
https://doi.org/10.1063/1.1704292
https://doi.org/10.1214/09-AOP522
https://doi.org/10.1239/aap/1222868179


[54] E. Sandier and S. Serfaty. 2D Coulomb gases and the renormalized energy. Ann. Probab. 43 (4) (2015) 2026–2083. MR3353821 https://doi.org/10.
1214/14-AOP927

[55] G. Szegö. Über eine Eigenschaft der Exponentialreihe. Sitzungsber. Berl. Math. Ges 23 (1924) 50–64.
[56] M. Talagrand. The transportation cost from the uniform measure to the empirical measure in dimension ≥ 3. Ann. Probab. 22 (2) (1994) 919–959.

MR1288137
[57] T. Tao and V. Vu. Random matrices: The circular law. Commun. Contemp. Math. 10 (02) (2008) 261–307.
[58] T. Tao and V. Vu. Random matrices: Universality of ESDs and the circular law. Ann. Probab. 38 (1) (2010) 2023–2065. With an appendix by

Manjunath Krishnapur.
[59] T. Tao and V. Vu. Random matrices: Universality of local spectral statistics of non-Hermitian matrices. Ann. Probab. 43 (2) (2015) 782–874.

MR3306005 https://doi.org/10.1214/13-AOP876
[60] F.-Y. Wang. Precise limit in Wasserstein distance for conditional empirical measures of Dirichlet diffusion processes. J. Funct. Anal. 280 (11)

(2021) 108998. MR4232671 https://doi.org/10.1016/j.jfa.2021.108998

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3353821
https://doi.org/10.1214/14-AOP927
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1288137
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3306005
https://doi.org/10.1214/13-AOP876
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4232671
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2021.108998
https://doi.org/10.1214/14-AOP927


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2023, Vol. 59, No. 4, 2308–2342
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1321
© Association des Publications de l’Institut Henri Poincaré, 2023

Fluctuations and correlations for products of real asymmetric
random matrices

Will FitzGerald1,a and Nick Simm2,b

1Department of Mathematics, University of Manchester, M13 9PY, United Kingdom, awilliam.fitzgerald@manchester.ac.uk
2Department of Mathematics, University of Sussex, Brighton, BN1 9RH, United Kingdom, bn.j.simm@sussex.ac.uk

Abstract. We study the real eigenvalue statistics of products of independent real Ginibre random matrices. These are matrices all of
whose entries are real i.i.d. standard Gaussian random variables. For such product ensembles, we demonstrate the asymptotic normality
of suitably normalised linear statistics of the real eigenvalues and compute the limiting variance explicitly in both global and mesoscopic
regimes. A key part of our proof establishes uniform decorrelation estimates for the related Pfaffian point process, thereby allowing us
to exploit weak dependence of the real eigenvalues to give simple and quick proofs of the central limit theorems under quite general
conditions. We also establish the universality of these point processes. We compute the asymptotic limit of all correlation functions
of the real eigenvalues in the bulk, origin and spectral edge regimes. By a suitable strengthening of the convergence at the edge, we
also obtain the limiting fluctuations of the largest real eigenvalue. Near the origin we find new limiting distributions characterising the
smallest positive real eigenvalue.

Résumé. Nous étudions la distribution des valeurs propres du produit de matrices de Ginibre réelles indépendantes. Les coefficients
de ces matrices sont des variables aléatoires i.i.d. réels Gaussiens. Pour de tels produits, on montre le caractère asymptotique Gaussien
des statistiques linéaires des valeurs propres réelles et l’on calcule explicitement, en régime global et mésoscopique, les variances
asymptotiques associées. Une partie clef de notre preuve établit des estimées de décorrélation pour le processus Pfaffien associé, ce qui
permet d’exploiter la dépendance faible entre valeurs propres réelles pour donner des preuves simples et concises de théorèmes de la
limite centrale sous des conditions générales. On établit également l’universalité de ces processus ponctuels. On calcule la limite des
fonctions de corrélation des valeurs propres à l’intérieur et au bord du spectre limite. Grâce à un raffinement adéquat de la convergence
au bord, on obtient les fluctuations limites de la plus grande valeur propre réelle. Près de l’origine, on trouve de nouvelles distributions
limites caractérisant la plus petite valeur propre réelle.
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