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Hydrodynamic behavior of long-range symmetric
exclusion with a slow barrier: Diffusive regime

Pedro Cardoso1,a, Patrícia Gonçalves1,b and Byron Jiménez-Oviedo2,c

1Center for Mathematical Analysis, Geometry and Dynamical Systems, Instituto Superior Técnico, Universidade de Lisboa, 1049-001 Lisboa,
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2Escuela de Matemática, Faculdad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad Nacional de Costa Rica, Heredia, Costa Rica,
cbyron.jimenez.oviedo@una.cr

Abstract. In this article we analyse the hydrodynamical behavior of the symmetric exclusion process with long jumps and in the
presence of a slow barrier. The jump rates for fast bonds are given by a transition probability p(·) which is symmetric and has finite
variance, while for slow bonds the jump rates are given by p(·)αn−β (with α > 0 and β ≥ 0), and correspond to some of the jumps
between Z

∗− and N. We prove that: if there is a fast bond from Z
∗− and N, then the hydrodynamic limit is given by the heat equation

with no boundary conditions; otherwise, it is given by the previous equation if 0 ≤ β < 1, but for β ≥ 1 boundary conditions appear,
namely, we get Robin (linear) boundary conditions if β = 1 and Neumann boundary conditions if β > 1.

Résumé. Dans cet article, nous analysons le comportement hydrodynamique du processus d’exclusion symétrique avec des longs
sauts et en présence d’une barrière lente. Les taux de saut pour les liens rapides sont donnés par une probabilité de transition p(·)
qui est symétrique et a une variance finie, tandis que pour les liens lents, les taux de saut sont donnés par p(·)αn−β (avec α > 0 et
β ≥ 0), et correspondent à certains des sauts entre Z∗− et N. Nous prouvons que : s’il existe un lien rapide entre Z∗− et N, alors la limite
hydrodynamique est donnée par l’équation de la chaleur sans conditions aux limites ; sinon, elle est donnée par l’équation précédente si
0 ≤ β < 1, mais pour β ≥ 1 des conditions aux limites apparaissent, à savoir, on obtient des conditions aux limites de Robin (linéaires)
si β = 1 et des conditions aux limites de Neumann si β > 1.
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Hydrodynamic limit for asymmetric simple exclusion
with accelerated boundaries

Lu Xua
 iD

Gran Sasso Science Institute, 67100 L’Aquila, Italy, alu.xu@gssi.it

Abstract. We consider the asymmetric simple exclusion process (ASEP) on the one-dimensional finite lattice {1,2, . . . ,N}. The
particles can be created/annihilated at the boundaries with given rates. These rates are L∞ functions of time and are independent of the
jump rates in the bulk (cf. Comm. Math. Phys. 310 (2012) 1–24). The boundary dynamics is modified by a factor Nθ with θ > 0. We
study the hydrodynamic limit for the particle density profile under the hyperbolic space-time scale. The macroscopic equation is given
by (inviscid) Burgers equation with boundary conditions which are characterized by the boundary entropy (C. R. Acad. Sci. Paris 322
(1996) 729–734). A grading scheme is developed to control the formulation of boundary layers on the microscopic level.

Résumé. Nous considérons le processus d’exclusion simple asymétrique (ASEP) sur le réseau fini unidimensionnel {1,2, . . . ,N}. Les
particules peuvent être créées/annihilées sur les points de frontière avec des taux qui sont des fonctions L∞ du temps et sont indépen-
dants des taux de saut à l’intérieur du système (cf. Comm. Math. Phys. 310 (2012) 1–24). La dynamique des bords est modifiée d’un
facteur Nθ avec θ > 0. Nous étudions la limite hydrodynamique du profil de densité des particules sous l’échelle espace-temps hyper-
bolique. L’équation macroscopique est donnée par l’équation (non visqueuse) de Burgers avec des conditions aux limites caractérisées
par l’entropie du processus sur les points de frontière (C. R. Acad. Sci. Paris 322 (1996) 729–734). Un schéma adapté est développé
pour contrôler la formulation des couches limites au niveau microscopique.

MSC2020 subject classifications: 82C22; 82C70; 60K35
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KPZ on torus: Gaussian fluctuations
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Abstract. We study the KPZ equation on a torus and derive Gaussian fluctuations in large time.

Résumé. Nous étudions l’équation KPZ sur un tore et dérivons les fluctuations gaussiennes en temps long.
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Linear and superlinear spread for stochastic combustion growth
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Abstract. Consider a stochastic growth model on Z
d . Start with some active particle at the origin and sleeping particles elsewhere.

The initial number of particles at x ∈ Z
d is η(x), where (η(x)) are independent random variables distributed according to μ. Active

particles perform a simple continuous-time random walk while sleeping particles stay put until the first arrival of an active particle to
their location. Upon the arrival all sleeping particles at the site activate at once and start moving according to their own simple random
walks. The aim of this paper is to give conditions on μ under which the spread of the process is linear or faster than linear. The proofs
rely on comparison to various percolation models.

Résumé. Considérons un modèle de croissance stochastique sur Zd . Dans la configuration initiale, il y a une particule active à l’origine
et des particules dormantes sur les autres sites. Le nombre initial de particules en x ∈ Z

d est η(x), où (η(x)) sont des variables
aléatoires indépendantes distribuées selon μ. Les particules actives effectuent une marche aléatoire simple en temps continu tandis que
les particules dormantes restent en place jusqu’à la première arrivée d’une particule active à leur emplacement. À l’arrivée, toutes les
particules dormantes sur le site s’activent en même temps et commencent à se déplacer selon leurs propres marches aléatoires simples.
Le but de cet article est de donner des conditions sur μ sous lesquelles la propagation du processus est linéaire ou plus rapide que
linéaire. Les démonstrations reposent sur la comparaison avec divers modèles de percolation.
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[11] V. Bezborodov, L. Di Persio, T. Krueger, M. Lebid and T. Ożański. Asymptotic shape and the speed of propagation of continuous-time continuous-
space birth processes. Adv. in Appl. Probab. 50 (2017) 74–101. MR3781978 https://doi.org/10.1017/apr.2018.5

[12] V. Bezborodov, L. Di Persio, T. Krueger and P. Tkachov. Spatial growth processes with long range dispersion: Microscopics, mesoscopics and
discrepancy in spread rate. Ann. Appl. Probab. 30 (2020) 1091–1129. MR4133369 https://doi.org/10.1214/19-AAP1524

[13] V. Bezborodov, L. Di Persio and P. Kuchling. Explosion and non-explosion for the continuous-time frog model, 2022. Available at https://arxiv.
org/abs/2203.01592.

[14] J. D. Biggins. The growth and spread of the general branching random walk. Ann. Appl. Probab. 5 (1995) 1008–1024. MR1384364
[15] M. Bilodeau, F. Meyer and M. Schmitt (Eds) Space, Structure, and Randomness. Contributions in Honor of Georges Matheron in the Fields of Geo-

statistics, Random Sets, and Mathematical Morphology 183. Springer, New York, NY, 2005. MR2173241 https://doi.org/10.1007/0-387-29115-6
[16] V. H. Can and S. Nakajima. First passage time of the frog model has a sublinear variance. Electron. J. Probab. 24 (2019) 76. MR3978226

https://doi.org/10.1214/19-EJP334
[17] Y. S. Chow and H. Robbins. On sums of independent random variables with infinite moments and “fair” games. Proc. Natl. Acad. Sci. USA 47

(1961) 330–335. MR0125609 https://doi.org/10.1073/pnas.47.3.330
[18] C. F. Coletti, D. Miranda and S. P. Grynberg. Boolean percolation on doubling graphs. J. Stat. Phys. 178 (2020) 814–831. MR4059962

https://doi.org/10.1007/s10955-019-02462-6
[19] F. Comets, J. Quastel and A. F. Ramírez. Fluctuations of the front in a stochastic combustion model. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 43

(2007) 147–162. MR2303116 https://doi.org/10.1016/j.anihpb.2006.01.005
[20] F. Comets, J. Quastel and A. F. Ramírez. Fluctuations of the front in a one dimensional model of X + Y → 2X. Trans. Amer. Math. Soc. 361

(2009) 6165–6189. MR2529928 https://doi.org/10.1090/S0002-9947-09-04889-2
[21] J. T. Cox, A. Gandolfi, P. S. Griffin and H. Kesten. Greedy lattice animals. I: Upper bounds. Ann. Appl. Probab. 3 (1993) 1151–1169. MR1241039
[22] M. Deijfen. Asymptotic shape in a continuum growth model. Adv. in Appl. Probab. 35 (2003) 303–318. MR1970474 https://doi.org/10.1239/aap/

1051201647
[23] M. Deijfen, T. Hirscher and F. Lopes. Competing frogs on Z

d . Electron. J. Probab. 24 (2019) 146. MR4049082 https://doi.org/10.1214/19-ejp400
[24] C. Döbler, N. Gantert, T. Höfelsauer, S. Popov and F. Weidner. Recurrence and transience of frogs with drift on Z

d . Electron. J. Probab. 23 (2018)
88. MR3858916 https://doi.org/10.1214/18-EJP216

[25] R. Durrett. Maxima of branching random walks vs. independent random walks. Stochastic Process. Appl. 9 (1979) 117–135. MR0548832
https://doi.org/10.1016/0304-4149(79)90024-3

[26] R. Durrett. Maxima of branching random walks. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 62 (1983) 165–170. MR0688983 https://doi.org/10.1007/BF00538794
[27] R. Durrett. The contact process, 1974–1989. In Proc. AMS-SIAM Summer Semin., Conf., Blacksburg/VA (USA) 1989 1–18. Lect. Appl. Math. 27,

1991. MR1117232
[28] R. Durrett. Probability. Theory and Examples, 4th edition. Cambridge University Press, Cambridge, 2010. MR2722836 https://doi.org/10.1017/

CBO9780511779398
[29] R. Durrett and D. Griffeath. Contact processes in several dimensions. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 59 (1982) 535–552. MR0656515

https://doi.org/10.1007/BF00532808
[30] M. Franceschetti and R. Meester. Random Networks for Communication. From Statistical Physics to Information Systems 24. Cambridge Univer-

sity Press, Cambridge, 2007. MR2398551
[31] A. Gandolfi and H. Kesten. Greedy lattice animals. II: Linear growth. Ann. Appl. Probab. 4 (1994) 76–107. MR1258174
[32] N. Gantert. The maximum of a branching random walk with semiexponential increments. Ann. Probab. 28 (2000) 1219–1229. MR1797310

https://doi.org/10.1214/aop/1019160332
[33] A. Ghosh, S. Noren and A. Roitershtein. On the range of the transient frog model on Z. Adv. Appl. Probab. 49 (2017) 327–343. MR3668379

https://doi.org/10.1017/apr.2017.3
[34] M. A. Giacomelli. On a one-dimensional model of infection spreading. Braz. J. Probab. Stat. 23 (2009) 92–103. MR2575426 https://doi.org/10.

1214/08-BJPS009
[35] J. B. Gouéré and R. Marchand. Continuous first-passage percolation and continuous greedy paths model: Linear growth. Ann. Appl. Probab. 18

(2008) 2300–2319. MR2474537 https://doi.org/10.1214/08-AAP523
[36] C. Guo, S. Tang and N. Wei. On the minimal drift for recurrence in the frog model on d-ary trees. Ann. Appl. Probab. 32 (2022) 3004–3026.

MR4474525 https://doi.org/10.1214/21-aap1755
[37] C. Hoffman, T. Johnson and M. Junge. From transience to recurrence with Poisson tree frogs. Ann. Appl. Probab. 26 (2016) 1620–1635.

MR3513600 https://doi.org/10.1214/15-AAP1127
[38] C. Hoffman, T. Johnson and M. Junge. Recurrence and transience for the frog model on trees. Ann. Probab. 45 (2017) 2826–2854. MR3706732

https://doi.org/10.1214/16-AOP1125
[39] M. Holmes and D. Kious. Coexistence of lazy frogs on Z. J. Appl. Probab. 59 (2022) 702–713. MR4480076 https://doi.org/10.1017/jpr.2021.86
[40] O. Kallenberg. Foundations of Modern Probability, 2nd edition. Probability and Its Applications. Springer-Verlag, 2002. MR1876169

https://doi.org/10.1007/978-1-4757-4015-8
[41] H. G. Kellerer and G. Winkler. Random dynamical systems on ordered topological spaces. Stoch. Dyn. 6 (2006) 255–300. MR2258486

https://doi.org/10.1142/S0219493706001797
[42] H. Kesten, A. F. Ramírez and V. Sidoravicius. Asymptotic shape and propagation of fronts for growth models in dynamic random environment.

In Probability in Complex Physical Systems. In Honour of Erwin Bolthausen and Jürgen Gärtner. Selected Papers Based on the Presentations at
the Two 2010 Workshops 195–223. Springer, Berlin, 2012. MR3372849 https://doi.org/10.1007/978-3-642-23811-6_8

[43] H. Kesten and V. Sidoravicius. The spread of a rumor or infection in a moving population. Ann. Probab. 33 (2005) 2402–2462. MR2184100
https://doi.org/10.1214/009117905000000413

[44] H. Kesten and V. Sidoravicius. A shape theorem for the spread of an infection. Ann. of Math. (2) 167 (2008) 701–766. MR2415386
https://doi.org/10.4007/annals.2008.167.701

[45] E. Kosygina and M. P. W. Zerner. A zero-one law for recurrence and transience of frog processes. Probab. Theory Related Fields 168 (2017)
317–346. MR3651054 https://doi.org/10.1007/s00440-016-0711-7

[46] N. Kubota. Continuity for the asymptotic shape in the frog model with random initial configurations. Stochastic Process. Appl. 130 (2020) 5709–
5734. MR4127344 https://doi.org/10.1016/j.spa.2020.04.005

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3781978
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3781978
https://doi.org/10.1017/apr.2018.5
https://doi.org/10.1017/apr.2018.5
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4133369
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4133369
https://doi.org/10.1214/19-AAP1524
https://doi.org/10.1214/19-AAP1524
https://arxiv.org/abs/2203.01592
https://arxiv.org/abs/2203.01592
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1384364
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1384364
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2173241
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2173241
https://doi.org/10.1007/0-387-29115-6
https://doi.org/10.1007/0-387-29115-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3978226
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3978226
https://doi.org/10.1214/19-EJP334
https://doi.org/10.1214/19-EJP334
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0125609
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0125609
https://doi.org/10.1073/pnas.47.3.330
https://doi.org/10.1073/pnas.47.3.330
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4059962
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4059962
https://doi.org/10.1007/s10955-019-02462-6
https://doi.org/10.1007/s10955-019-02462-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2303116
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2303116
https://doi.org/10.1016/j.anihpb.2006.01.005
https://doi.org/10.1016/j.anihpb.2006.01.005
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2529928
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2529928
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-09-04889-2
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-09-04889-2
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1241039
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1241039
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1970474
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1970474
https://doi.org/10.1239/aap/1051201647
https://doi.org/10.1239/aap/1051201647
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4049082
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4049082
https://doi.org/10.1214/19-ejp400
https://doi.org/10.1214/19-ejp400
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3858916
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3858916
https://doi.org/10.1214/18-EJP216
https://doi.org/10.1214/18-EJP216
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0548832
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0548832
https://doi.org/10.1016/0304-4149(79)90024-3
https://doi.org/10.1016/0304-4149(79)90024-3
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0688983
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0688983
https://doi.org/10.1007/BF00538794
https://doi.org/10.1007/BF00538794
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1117232
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1117232
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2722836
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2722836
https://doi.org/10.1017/CBO9780511779398
https://doi.org/10.1017/CBO9780511779398
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0656515
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0656515
https://doi.org/10.1007/BF00532808
https://doi.org/10.1007/BF00532808
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2398551
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2398551
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1258174
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1258174
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1797310
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1797310
https://doi.org/10.1214/aop/1019160332
https://doi.org/10.1214/aop/1019160332
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3668379
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3668379
https://doi.org/10.1017/apr.2017.3
https://doi.org/10.1017/apr.2017.3
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2575426
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2575426
https://doi.org/10.1214/08-BJPS009
https://doi.org/10.1214/08-BJPS009
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2474537
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2474537
https://doi.org/10.1214/08-AAP523
https://doi.org/10.1214/08-AAP523
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4474525
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4474525
https://doi.org/10.1214/21-aap1755
https://doi.org/10.1214/21-aap1755
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3513600
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3513600
https://doi.org/10.1214/15-AAP1127
https://doi.org/10.1214/15-AAP1127
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3706732
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3706732
https://doi.org/10.1214/16-AOP1125
https://doi.org/10.1214/16-AOP1125
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4480076
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4480076
https://doi.org/10.1017/jpr.2021.86
https://doi.org/10.1017/jpr.2021.86
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1876169
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1876169
https://doi.org/10.1007/978-1-4757-4015-8
https://doi.org/10.1007/978-1-4757-4015-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2258486
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2258486
https://doi.org/10.1142/S0219493706001797
https://doi.org/10.1142/S0219493706001797
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3372849
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3372849
https://doi.org/10.1007/978-3-642-23811-6_8
https://doi.org/10.1007/978-3-642-23811-6_8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2184100
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2184100
https://doi.org/10.1214/009117905000000413
https://doi.org/10.1214/009117905000000413
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2415386
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2415386
https://doi.org/10.4007/annals.2008.167.701
https://doi.org/10.4007/annals.2008.167.701
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3651054
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3651054
https://doi.org/10.1007/s00440-016-0711-7
https://doi.org/10.1007/s00440-016-0711-7
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4127344
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4127344
https://doi.org/10.1016/j.spa.2020.04.005
https://doi.org/10.1016/j.spa.2020.04.005


[47] J. Lamperti. Maximal branching processes and ‘long-range percolation’. J. Appl. Probab. 7 (1970) 89–98. MR0254930 https://doi.org/10.1017/
s0021900200026966

[48] T. M. Liggett. Stochastic Interacting Systems: Contact, Voter and Exclusion Processes, 324. Springer-Verlag, Berlin, 1999. MR1717346
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03990-8

[49] J. B. Martin. Linear growth for greedy lattice animals. Stochastic Process. Appl. 98 (2002) 43–66. MR1884923 https://doi.org/10.1016/
S0304-4149(01)00142-9

[50] R. Meester and R. Roy. Continuum Percolation 119. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1996. MR1409145 https://doi.org/10.1017/
CBO9780511895357

[51] A. F. Ramírez and V. Sidoravicius. Asymptotic behavior of a stochastic combustion growth process. J. Eur. Math. Soc. (JEMS) 6 (2004) 293–334.
MR2060478

[52] J. Rosenberg. The frog model with drift on R. Electron. Commun. Probab. 22 (2017) 30. MR3663101 https://doi.org/10.1214/17-ECP61
[53] A. N. Shiryaev. 2019. Probability-2 95. Springer, New York, NY. Translated from the fourth Russian edition by R. P. Boas and D. M. Chibisov.

3rd edition of the book previously published as a single-volume edition.
[54] V. Sidoravicius and A. Stauffer. Multi-particle diffusion limited aggregation. Invent. Math. 218 (2019) 491–571. MR4011705 https://doi.org/10.

1007/s00222-019-00890-5
[55] M. P. W. Zerner. Recurrence and transience of contractive autoregressive processes and related Markov chains. Electron. J. Probab. 23 (2018) 27.

MR3779820 https://doi.org/10.1214/18-EJP152

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0254930
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0254930
https://doi.org/10.1017/s0021900200026966
https://doi.org/10.1017/s0021900200026966
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1717346
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1717346
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03990-8
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03990-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1884923
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1884923
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(01)00142-9
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(01)00142-9
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1409145
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1409145
https://doi.org/10.1017/CBO9780511895357
https://doi.org/10.1017/CBO9780511895357
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2060478
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2060478
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3663101
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3663101
https://doi.org/10.1214/17-ECP61
https://doi.org/10.1214/17-ECP61
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4011705
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4011705
https://doi.org/10.1007/s00222-019-00890-5
https://doi.org/10.1007/s00222-019-00890-5
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3779820
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3779820
https://doi.org/10.1214/18-EJP152
https://doi.org/10.1214/18-EJP152


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2024, Vol. 60, No. 3, 1645–1683
https://doi.org/10.1214/23-AIHP1370
© Association des Publications de l’Institut Henri Poincaré, 2024

Estimation of statistics of transitions and Hill relation for Langevin
dynamics

Tony Lelièvre1,a, Mouad Ramil2,b and Julien Reygner3,c

1CERMICS, Ecole des Ponts, Matherials Joint Project-Team, Inria, Marne-la-Vallée, France, atony.lelievre@enpc.fr
2Research Institute of Mathematics, Seoul National University, Seoul, Republic of Korea, bramilm@snu.ac.kr

3CERMICS, Ecole des Ponts, Marne-la-Vallée, France, cjulien.reygner@enpc.fr

Abstract. In molecular dynamics, statistics of transitions, such as the mean transition time, are macroscopic observables which pro-
vide important dynamical information on the underlying microscopic stochastic process. A direct estimation using simulations of
microscopic trajectories over long time scales is typically computationally intractable in metastable situations. To overcome this issue,
several numerical methods rely on a potential-theoretic identity, sometimes attributed to Hill in the computational statistical physics
literature, which expresses statistics of transitions in terms of the invariant measure of the sequence of configurations by which the
underlying process enters metastable sets. The use of this identity then allows to replace the long time simulation problem with a rare
event sampling problem, for which efficient algorithms are available.

In this article, we rigorously analyse such a method for molecular systems modelled by the Langevin dynamics. Our main contri-
butions are twofold. First, we prove the Hill relation in the fairly general context of positive Harris recurrent chains, and show that
this formula applies to the Langevin dynamics. Second, we provide an explicit expression of the invariant measure involved in the
Hill relation, and describe an elementary exact simulation procedure. Overall, this yields a simple and complete numerical method to
estimate statistics of transitions.

Résumé. En dynamique moléculaire, les statistiques de transition, telles que le temps moyen de transition, sont des observables
macroscopiques qui fournissent des informations dynamiques importantes sur le processus stochastique microscopique sous-jacent.
Dans les situations métastables, l’estimation directe de ces quantités à partir de la simulation de longues trajectoires microscopiques
est typiquement intractable. Pour résoudre ce probème, plusieurs méthodes numériques reposent sur une identité provenant de la théorie
du potentiel, parfois attribuée à Hill dans la littérature de physique statistique numérique, qui exprime les statistiques de transition en
fonction de la mesure invariante de la suite des configurations par lesquelles le processus sous-jacent entre dans les états métastables.
L’utilisation de cette identité permet alors de remplacer le problème de simulation d’une trajectoire sur un temps long par un problème
d’échantillonnage d’événement rare, pour lequel existent des algorithmes efficaces.

Dans cet article, nous analysons rigoureusement une telle méthode pour des systèmes moléculaires modélisés par la dynamique
de Langevin. Nous proposons deux contributions principales. D’abord, nous prouvons la relation de Hill dans le contexte général des
chaînes de Markov positivement récurrentes au sens de Harris, et nous montrons que cette formule s’applique à la dynamique de
Langevin. Ensuite, nous présentons une expression explicite de la mesure invariante employée dans la relation de Hill, et décrivons une
procédure de simulation exacte élémentaire. La combinaison de ces résultats fournit une méthode numérique simple et complète pour
estimer les statistiques de transition.
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Abstract. We study the nonlinear wave equation (NLW) on the two-dimensional torus T
2 with Gaussian random initial data on

Hs(T2) × Hs−1(T2), s < 0, distributed according to the base Gaussian free field μ associated with the invariant Gibbs measure
studied by Thomann and the first author (2020). In particular, we investigate the approximation property of the corresponding solution
by smooth (random) solutions. Our main results in this paper are two-fold. (i) We show that the solution map for the renormalized
cubic NLW defined on the Gaussian free field μ is the unique extension of the solution map defined for smoothed Gaussian initial data
obtained by mollification, independent of mollification kernels. (ii) We also show that there is a regularization of the Gaussian initial
data so that the corresponding smooth solutions almost surely have no limit in the natural topology. This second result in particular
states that one can not use arbitrary smooth approximation for the renormalized cubic NLW dynamics.

As a preliminary step for proving (ii), we establish a (deterministic) norm inflation result at general initial data for the (unrenor-
malized) cubic NLW on T

d and R
d in negative Sobolev spaces, extending the norm inflation result by Christ, Colliander, and Tao

(2003).

Résumé. On considère l’équation des ondes (NLW) posée sur le tore de dimension deux T
2 avec une condition initiale aléatoire dans

Hs(T2) × Hs−1(T2), s < 0, distribuée selon le champ libre gaussien μ associé à la mesure invariante de Gibbs étudiée par Thomann
et le premier auteur (2020). En particulier, nous essayons de comprendre si on peut approximer les solutions avec condition initiale
typique par des solutions lisses aléatoires. Nous obtenons deux résultats complémentaires : (i) Nous démontrons que le flot du NLW
cubique renormalisé défini sur le champ libre gaussien est l’unique extension du flot défini sur des données gaussiennes régularisées
par convolution (et cela indépendamment du noyau de convolution). (ii) Nous démontrons également qu’il existe une régularisation des
données initiales gaussiennes telle que les solutions régulières correspondantes n’ont pas de limite presque sûrement dans la topologie
naturelle. Par conséquent, nous ne pouvons pas utiliser une approximation arbitraire pour construire la dynamique du NLW cubique
renormalisé. Une étape préliminaire dans la preuve de (ii) consiste en une élaboration significative sur un résultat d’inflation de norme
dû à Christ, Colliander, et Tao (2003).
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Gibbs partitions: A comprehensive phase diagram

Benedikt Stuflera

Technische Universität Wien, Austria, abenedikt.stufler@tuwien.ac.at

Abstract. We study Gibbs partition models, also known as composition schemes. Our main results comprehensively describe their
phase diagram, including a phase transition from the convergent case described in Stufler (Random Structures Algorithms 53 (2018)
537–558) to a new dense regime characterized by a linear number of components with fluctuations of smaller order quantified by an
α-stable law for 1 < α ≤ 2. We prove a functional scaling limit for a process whose jumps correspond to the component sizes and
discuss applications to extremal component sizes. At the transition we observe a mixture of the two asymptotic shapes. We also treat
extended composition schemes and prove a local limit theorem in a dilute regime with the limiting law being related to an α-stable law
for 0 < α < 1. We describe the asymptotic size of the largest components via a point process limit.

Résumé. Nous étudions les modèles de partition de Gibbs, également connus sous le nom de schémas de composition. Nos principaux
résultats décrivent de manière exhaustive leur diagramme de phase, y compris une transition de phase du cas convergent décrit dans Stu-
fler (Random Structures Algorithms 53 (2018) 537–558) à un nouveau régime dense caractérisé par un nombre linéaire de composants
avec des fluctuations d’ordre inférieur quantifiées par une loi α-stable pour 1 < α ≤ 2. Nous prouvons une limite d’échelle fonction-
nelle pour un processus dont les sauts correspondent aux tailles des composants et discutons des applications aux tailles extrêmes des
composants. À la transition, nous observons un mélange des deux formes asymptotiques. Nous traitons également des schémas de
composition étendus et prouvons un théorème de limite locale dans un régime dilué, la loi limite étant liée à une loi α-stable pour
0 < α < 1. Nous décrivons la taille asymptotique des plus grandes composantes via un processus ponctuel limite.
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Multi-colour competition with reinforcement

Daniel Ahlberga and Carolina Franssonb

Department of Mathematics, Stockholm University, SE-10691 Stockholm, Sweden, adaniel.ahlberg@math.su.se, bc.e.m.fransson@gmail.com

Abstract. We study a system of interacting urns where balls of different colour/type compete for their survival, and annihilate upon
contact. For competition between two types, the underlying graph (finite and connected), determining the interaction between the
urns, is known to be irrelevant for the possibility of coexistence, whereas for K ≥ 3 types the structure of the graph does affect the
possibility of coexistence. We show that when the underlying graph is a cycle, competition between K ≥ 3 types almost surely has
a single survivor, thus establishing a conjecture of Griffiths, Janson, Morris and the first author. Along the way, we give a detailed
description of an auto-annihilative process on the cycle, which can be perceived as an expression of the geometry of a Möbius strip in
a discrete setting.

Résumé. Nous étudions un système d’urnes en interaction où des boules de différentes couleurs/types sont en compétition pour leur
survie et s’annihilent lorsqu’elles entrent en contact. Dans le cas d’une compétition entre deux types, il est connu que le graphe sous-
jacent (fini et connexe) qui détermine l’interaction entre les urnes n’influe pas sur la possibilité de coexistence, tandis que pour K ≥ 3
types, la structure du graphe a un effet sur la possibilité de coexistence. Nous montrons que lorsque le graphe sous-jacent est un cycle,
la compétition entre K ≥ 3 types a presque sûrement un seul survivant, établissant ainsi une conjecture de Griffiths, Janson, Morris et
du premier auteur. Au passage, nous donnons une description détaillée d’un processus d’auto-annihilation sur le cycle, qui peut être
perçu comme une expression de la géométrie d’une bande de Möbius dans un cadre discret.
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Abstract. In this paper we study the convergence of dynamical discrete web (DyDW) to the dynamical Brownian web (DyBW) in a
path space topology. We show that almost surely the DyBW has RCLL paths taking values in an appropriate metric space, and as a
sequence of RCLL paths, the rescaled DyDW converges to the DyBW. This proves weak convergence of the DyDW process to the
DyBW process.

Résumé. Dans cet article, nous étudions la convergence du Dynamical Discrete Web (DyDW) vers le Dynamical Brownian Web
(DyBW) pour la topologie associée à l’espace des trajectoires. Nous démontrons que presque sûrement le DyBW possède des trajec-
toires càdlàg à valeurs dans un espace métrique approprié et, en tant que suite de trajectoires càdlàg, le DyDW re-échelonné converge
vers le DyBW. Ceci établit la convergence faible du processus DyDW vers le DyBW.
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Backbone scaling limits for random walks on random critical trees
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Abstract. We prove the existence of scaling limits for the projection on the backbone of the random walks on the Incipient Infinite
Cluster and the Invasion Percolation Cluster on a regular tree. We treat these projected random walks as Randomly trapped random
walks (as defined in (Ann. Probab. 43 (2015) 2405–2457)) and thus describe these scaling limits as spatially subordinated Brownian
motions.

Résumé. Nous prouvons l’existence de la limite d’échelle pour la projection sur la lignée infinie de la marche aléatoire sur l’amas
de percolation critique infini conditionné (IIC). Nous considérons aussi le cas de l’amas de percolation d’invasion d’un arbre régulier.
Nous étudions ces marches projetées comme des marches aléatoires piégées de manière aléatoire (comme définies dans (Ann. Probab.
43 (2015) 2405–2457)). Nous pouvons décrire ces limites d’échelle comme des mouvements Browniens subordonnés spatialement.
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Abstract. In this article we study a simple random walk on a decorated Galton–Watson tree, obtained from a Galton–Watson tree by
replacing each vertex of degree n with an independent copy of a graph Gn and gluing the inserted graphs along the tree structure. We
assume that there exist constants d,R ≥ 1, v < ∞ such that the diameter, effective resistance across and volume of Gn respectively

grow like n
1
d , n

1
R , nv as n → ∞. We also assume that the underlying Galton–Watson tree is critical with offspring tails ξ(x) decaying

like cx−α−1 as x → ∞ for some constant c and some α ∈ (1,2). We establish the fractal dimension, spectral dimension, walk dimen-
sion and simple random walk displacement exponent for the resulting metric space as functions of α, d, R and v, along with bounds
on the fluctuations of these quantities.

Résumé. Dans cet article, nous étudions une marche aléatoire simple sur un arbre de Galton–Watson décoré, obtenu à partir d’un
arbre de Galton–Watson en remplaçant chaque sommet de degré n par une copie indépendante d’un graphe Gn et en collant les
graphes insérés le long de la structure de l’arbre. Nous supposons qu’il existe des constantes d,R ≥ 1, v < ∞ telles que le diamètre, la

résistance effective et le volume de Gn croissent respectivement comme n
1
d , n

1
R , nv lorsque n → ∞. Nous supposons également que

l’arbre de Galton–Watson sous-jacent est critique avec des queues de la loi de reproduction ξ(x) qui décroit comme cx−α−1 lorsque
x → ∞, pour une certaine constante c et α ∈ (1,2). Nous établissons la dimension fractale, la dimension spectrale, la dimension de la
marche et l’exposant de déplacement de la marche aléatoire simple pour l’espace métrique obtenu en fonction de α, d, R et v, ainsi
que des bornes sur les fluctuations de ces quantités.
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Scaling limits of random looptrees and bipartite plane maps with
prescribed large faces

Cyril Marzouka

CMAP, École polytechnique, France, acyril.marzouk@polytechnique.edu

Abstract. We first rephrase and unify known bijections between bipartite plane maps and labelled trees with the formalism of loop-
trees, which we argue to be both more relevant and technically simpler since the geometry of a looptree is explicitly encoded by the
depth-first walk (or Łukasiewicz path) of the tree, as opposed to the height or contour process for the tree. We then construct contin-
uum analogues associated with any càdlàg path with no negative jump and derive several invariance principles. We especially focus on
uniformly random looptrees and maps with prescribed face degrees and study their scaling limits in the presence of macroscopic faces,
which complements a previous work in the case of no large faces. The limits (along subsequences for maps) form new families of
random metric measured spaces related to processes with exchangeable increments with no negative jumps and our results generalise
previous works which concerned the Brownian and stable Lévy bridges.

Résumé. Nous proposons une reformulation qui unifie des bijections connues entre cartes planes biparties et arbres étiquetés à travers
le formalisme des looptrees, pour laquelle nous justifions qu’elle est à la fois plus pertinente mais aussi plus simple d’un point de
vue technique puisqu’un looptree est codé explicitement par la marche en profondeur (ou marche de Łukasiewicz) de l’arbre, sans
passer par sa fonction de hauteur ou de contour qui est plus difficile à étudier. Nous construisons ensuite des analogues continus à
partir de n’importe quelle fonction càdlàg et sans saut négatif et montrons des résultats de limites d’échelle. Nous nous concentrons en
particulier sur les looptrees et cartes tirés uniformément au hasard avec des degrés de faces donnés et leurs limites en présence de faces
macroscopiques, ce qui vient compléter un travail précédent. Les limites (le long de sous-suite pour les cartes) forment de nouveaux
espaces métriques mesurés aléatoires reliés à des processus à accroissements échangeables et nos résultats généralisent de précédents
qui portaient sur le cas brownien ou des ponts de processus de Lévy stables.
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Abstract. Weighted recursive trees are built by adding successively vertices with predetermined weights to a tree: each new vertex is
attached to a parent chosen at random with probability proportional to its weight. In the case where the total weight of the tree at step n

grows polynomially in n, we obtained in (Ann. Appl. Probab. 32 (2022) 3027–3059) an asymptotic expansion for the height of the tree,
which falls into the university class of the maximum of branching random walks. In this paper, we consider the case of a total weight
growing sub-polynomially in n and obtain asymptotics for the height of the tree in several regimes, showing that universality is broken
and that the model exhibits new behavior.

Résumé. Les arbres récursifs pondérés sont contruits en ajoutant successivement des sommets aux poids prédéterminés : chaque
nouveau sommet est attaché à un parent choisi au hasard avec une probabilité proportionnelle à son poids. Dans le cas où le poids
total des n premiers sommets croît polynomialement en n, nous avons obtenu dans (Ann. Appl. Probab. 32 (2022) 3027–3059) un
développement asymptotique pour la hauteur de l’arbre, qui tombe dans la classe d’universalité du maximum d’une marche aléatoire
branchante. Dans le présent article, nous considérons le cas où le poids total croît de manière sous-polynomiale en n et nous décrivons
le comportement asympotique de la hauteur de l’arbre dans plusieurs régimes. Nous décrivons dans ce cas de nouveaux comportements
qui sortent de la classe d’universalité mentionnée au-dessus.
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Abstract. We study a branching system which describes the evolution indexed by a continuous time parameter ranging in [0,1) of
a population of cells; the size of each cell increases deterministically and linearly except when the cell splits into two daughter cells.
The system appears as the scaling limit of the critical tree in the family of hierarchical renormalization models studied in (J. Stat.
Phys. 156 (2014) 268–290), conditioned on survival; it is also a growth-fragmentation process in the sense of Bertoin (Bernoulli 23
(2017) 1082–1101). We are interested in the empirical measure of the process representing the sizes of the cells that are alive at time
t ∈ [0,1), and establish a general result, called the master formula, for exponential functionals of the empirical measure. The formula
allows to determine the joint distribution of the sum of cell sizes and the number of cells at time t , which improves a previous result
by Hu, Mallein and Pain (Comm. Math. Phys. 375 (2020) 605–651) who proved joint weak convergence of these two quantities when
t → 1−. The main result in our paper, established also relying on the master formula, is a law of large numbers for the empirical
measure when t → 1−, the limiting distribution explicitly identified. Our system can be viewed as an exactly solvable example of a
growth-fragmentation process.

Résumé. Nous étudions un système de branchement qui décrit l’évolution d’une population de cellules ; le paramètre de temps est
à valeurs dans [0,1) ; la taille de chaque cellule augmente de façon déterministe et linéaire sauf lorsque la cellule se divise en deux
cellules filles. Le système apparaît comme la limite d’échelle de l’arbre critique conditionné par la survie d’une famille de modèles de
renormalisation hiérarchiques étudiés dans (J. Stat. Phys. 156 (2014) 268–290) ; c’est aussi un processus de croissance-fragmentation
au sens de Bertoin (Bernoulli 23 (2017) 1082–1101). Nous nous intéressons à la mesure empirique du processus ponctuel représentant
les tailles des cellules vivant au temps t ∈ [0,1) et nous établissons un résultat général, appelé formule maîtresse, pour les fonctionnelles
exponentielles de la mesure empirique. La formule permet de déterminer la distribution conjointe de la somme des tailles des cellules
et du nombre de cellules au temps t , ce qui améliore un résultat précédent de Hu, Mallein et Pain (Comm. Math. Phys. 375 (2020) 605–
651) ayant prouvé la convergence en loi jointe de ces deux quantités lorsque t → 1−. Le résultat principal de notre article, qui est établi
via la formule maîtresse, est une loi des grands nombres pour la mesure empirique lorsque t → 1−, la loi limite étant explicitement
identifiée. Notre système peut être considéré comme un exemple exactement soluble d’un processus de croissance-fragmentation.

MSC2020 subject classifications: Primary 60J80; 60J85; secondary 60K99; 60G55

Keywords: Hierarchical renormalization model; Growth-fragmentation process
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Abstract. We prove existence of all moments of the multiplicative coalescent at all times. We obtain as byproducts a number of related
results which could be of general interest. In particular, we show the finiteness of the second moment of the l2 norm for any extremal
eternal version of multiplicative coalescent. Our techniques are in part inspired by percolation, and in part are based on tools from
stochastic analysis, notably the semi-martingale and the excursion theory.

Résumé. Nous démontrons l’existence de tous les moments de la coalescence multiplicative en tout temps. Nous obtenons ainsi un cer-
tain nombre de résultats additionnels qui pourraient être d’intérêt général. En particulier, nous montrons la finitude du second moment
de la norme l2 pour toute version extrémale éternelle de la coalescence multiplicative. Nos techniques sont en partie inspirées de la
percolation, et en partie fondées sur des outils de l’analyse stochastique, notamment des semi-martingales et la théorie des excursions.
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Cramér’s moderate deviations for martingales with applications
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Abstract. Let (ξi ,Fi )i≥1 be a sequence of martingale differences. Set Xn = ∑n
i=1 ξi and 〈X〉n = ∑n

i=1 E(ξ2
i
|Fi−1). We prove

Cramér’s moderate deviation expansions for P(Xn/
√〈X〉n ≥ x) and P(Xn/

√
EX2

n ≥ x) as n → ∞. Our results extend the classical

Cramér result to the cases of normalized martingales Xn/
√〈X〉n and standardized martingales Xn/

√
EX2

n, with martingale differences
satisfying the conditional Bernstein condition. Applications to elephant random walks and autoregressive processes are also discussed.

Résumé. Soit (ξi ,Fi )i≥1 une suite de différences de martingale. Soient Xn = ∑n
i=1 ξi et 〈X〉n = ∑n

i=1 E(ξ2
i
|Fi−1). Nous prouvons

les développements de déviation modérée de Cramér pour P(Xn/
√〈X〉n ≥ x) et P(Xn/

√
EX2

n ≥ x) lorsque n → ∞. Nos résultats

étendent le résultat classique de Cramér aux cas des martingales normalisées Xn/
√〈X〉n et des martingales standardisées Xn/

√
EX2

n,
où les différences de martingale vérifient la condition de Bernstein conditionnelle. Des applications aux marches aléatoires des élé-
phants et aux processus autorégressifs sont également discutées.

MSC2020 subject classifications: Primary 60G42; 60F10; 60E20; secondary 62M10

Keywords: Martingales; Cramér’s moderate deviations; Berry–Esseen’s bounds; Elephant random walks

References

[1] E. Baur and J. Bertoin. Elephant random walks and their connection to Pólya-type urns. Phys. Rev. E 94 (2016), 052134.
[2] B. Bercu, F. Gamboa and A. Rouault. Large deviations for quadratic forms of stationary Gaussian processes. Stochastic Process. Appl. 71 (1997)

75–90. MR1480640 https://doi.org/10.1016/S0304-4149(97)00071-9
[3] B. Bercu and A. Touati. Exponential inequalities for self-normalized martingales with applications. Ann. Appl. Probab. 18 (2008) 1848–1869.

MR2462551 https://doi.org/10.1214/07-AAP506
[4] B. Bercu. A martingale approach for the elephant random walk. J. Phys. A: Math. Theor. 51 (2018), 015201. MR3741953 https://doi.org/10.1088/

1751-8121/aa95a6
[5] B. Bercu and L. Lucile. On the multi-dimensional elephant random walk. J. Stat. Phys. 175 (6) (2019) 1146–1163. MR3962977 https://doi.org/10.

1007/s10955-019-02282-8
[6] J. Bertoin. Counting the zeros of an elephant random walk. Trans. Amer. Math. Soc. 375 (2022) 5539–5560. MR4469228 https://doi.org/10.1090/

tran/8622
[7] E. Bolthausen. Exact convergence rates in some martingale central limit theorems. Ann. Probab. 10 (1982) 672–688. MR0659537
[8] A. Bose. Certain non-uniform rates of convergence to normality for martingale differences. J. Statist. Plann. Inference 14 (1986) 155–167.

MR0852520 https://doi.org/10.1016/0378-3758(86)90153-9
[9] A. Bose. Certain non-uniform rates of convergence to normality for a restricted class of martingales. Stochastics 16 (1986) 279–294. MR0837615

https://doi.org/10.1080/17442508608833377
[10] C. F. Coletti, R. Gava and G. M. Schütz. Central limit theorem and related results for the elephant random walk. J. Math. Phys. 58 (2017), 053303.

MR3652225 https://doi.org/10.1063/1.4983566
[11] C. F. Coletti, R. Gava and G. M. Schütz. A strong invariance principle for the elephant random walk. J. Stat. Mech. Theory Exp. 12 (2017), 123207.

MR3748931 https://doi.org/10.1088/1742-5468/aa9680
[12] H. Cramér. Sur un nouveau théorème-limite de la théorie des probabilités. Actualite’s Sci. Indust. 736 (1938) 5–23.
[13] J. Dedecker, F. Merlevède, M. Peligrad and S. Utev. Moderate deviations for stationary sequences of bounded random variables. Ann. Inst. Henri

Poincaré B, Probab. Stat. 45 (2009) 453–476. MR2521409 https://doi.org/10.1214/08-AIHP169

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/23-AIHP1372
https://doi.org/10.1214/23-AIHP1372
mailto:fanxiequan@hotmail.com
mailto:fanxiequan@hotmail.com
mailto:shaoqm@sustech.edu.cn
mailto:shaoqm@sustech.edu.cn
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1480640
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1480640
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(97)00071-9
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(97)00071-9
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2462551
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2462551
https://doi.org/10.1214/07-AAP506
https://doi.org/10.1214/07-AAP506
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3741953
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3741953
https://doi.org/10.1088/1751-8121/aa95a6
https://doi.org/10.1088/1751-8121/aa95a6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3962977
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3962977
https://doi.org/10.1007/s10955-019-02282-8
https://doi.org/10.1007/s10955-019-02282-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4469228
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4469228
https://doi.org/10.1090/tran/8622
https://doi.org/10.1090/tran/8622
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0659537
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0659537
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0852520
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0852520
https://doi.org/10.1016/0378-3758(86)90153-9
https://doi.org/10.1016/0378-3758(86)90153-9
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0837615
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0837615
https://doi.org/10.1080/17442508608833377
https://doi.org/10.1080/17442508608833377
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3652225
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3652225
https://doi.org/10.1063/1.4983566
https://doi.org/10.1063/1.4983566
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3748931
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3748931
https://doi.org/10.1088/1742-5468/aa9680
https://doi.org/10.1088/1742-5468/aa9680
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2521409
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2521409
https://doi.org/10.1214/08-AIHP169
https://doi.org/10.1214/08-AIHP169


[14] J. Dedecker, F. Merlevède and E. Rio. Rates of convergence in the central limit theorem for martingales in the non stationary setting. Ann. Inst.
Henri Poincaré B, Probab. Stat. 58 (2022) 945–966. MR4421614 https://doi.org/10.1214/21-aihp1182

[15] H. Djellout. Moderate deviations for martingale differences and applications to φ-mixing sequences. Stoch. Stoch. Rep. 73 (2002) 37–63.
MR1914978 https://doi.org/10.1080/1045112029001/0941

[16] M. El Machkouri and L. Ouchti. Exat convergence rates in the central limit theorem for a class of martingales. Bernoulli 13 (2007) 981–999.
MR2364223 https://doi.org/10.3150/07-BEJ6116

[17] X. Fan. Exact rates of convergence in some martingale central limit theorems. J. Math. Anal. Appl. 469 (2019) 1028–1044. MR3860459
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2018.09.049

[18] X. Fan, I. Grama and Q. Liu. Cramér large deviation expansions for martingales under Bernstein’s condition. Stochastic Process. Appl. 123 (2013)
3919–3942. MR3091094 https://doi.org/10.1016/j.spa.2013.06.010

[19] X. Fan, I. Grama, Q. Liu and Q. M. Shao. Self-normalized Cramér type moderate deviations for martingales. Bernoulli 25 (2019) 2793–2823.
MR4003565 https://doi.org/10.3150/18-BEJ1071

[20] X. Fan, I. Grama, Q. Liu and Q. M. Shao. Self-normalized Cramér type moderate deviations for stationary sequences and applications. Stochastic
Process. Appl. 130 (2020) 5124–5148. MR4108484 https://doi.org/10.1016/j.spa.2020.03.001

[21] X. Fan, H. Hu and X. Ma. Cramér moderate deviations for the elephant random walk. J. Stat. Mech. Theory Exp. 2021 (2021), 023402. MR4377583
[22] X. Fan and Q.-M. Shao. Supplement to “Cramér’s moderate deviations for martingales with applications” (2024). https://doi.org/10.1214/

23-AIHP1372SUPP.
[23] F. Q. Gao. Moderate deviations for martingales and mixing random processes. Stochastic Process. Appl. 61 (1996) 263–275. MR1386176

https://doi.org/10.1016/0304-4149(95)00078-X
[24] I. Grama. On moderate deviations for martingales. Ann. Probab. 25 (1997) 152–184. MR1428504 https://doi.org/10.1214/aop/1024404283
[25] I. Grama and E. Haeusler. Large deviations for martingales via Cramér’s method. Stochastic Process. Appl. 85 (2000) 279–293. MR1731027

https://doi.org/10.1016/S0304-4149(99)00079-4
[26] I. Grama and E. Haeusler. An asymptotic expansion for probabilities of moderate deviations for multivariate martingales. J. Theoret. Probab. 19

(2006) 1–44. MR2256478 https://doi.org/10.1007/s10959-006-0001-x
[27] E. Haeusler. On the rate of convergence in the central limit theorem for martingales with discrete and continuous time. Ann. Probab. 16 (11988)

275–299. MR0920271
[28] W. Hoeffding. Probability inequalities for sums of bounded random variables. J. Amer. Statist. Assoc. 58 (1963) 13–30. MR0144363
[29] H. Jiang, Y. Wan and G. Yang. Deviation inequalities and Cramér-type moderate deviations for the explosive autoregressive process. Bernoulli 28

(2022) 2634–2662. MR4474557 https://doi.org/10.3150/21-bej1432
[30] J. C. Mourrat. On the rate of convergence in the martingale central limit theorem. Bernoulli 19 (2013) 633–645. MR3037167 https://doi.org/10.

3150/12-BEJ417
[31] V. V. Petrov. A generalization of Cramér’s limit theorem. Uspekhi Math. Nauk 9 (1954) 195–202. MR0065058
[32] V. V. Petrov. Sums of Independent Random Variables. Springer-Verlag, Berlin, 1975. MR0388499
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[37] L. Saulis and V. A. Statulevičius. Limit Theorems for Large Deviations. Kluwer Academic, Norwell, 1978. MR1171883 https://doi.org/10.1007/

978-94-011-3530-6
[38] G. M. Schütz and S. Trimper. Elephants can always remember: Exact long-range memory effects in a non-Markovian random walk. Phys. Rev. E

70 (2004), 045101.
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Abstract. We prove that if α,β > 0 are distinct and if A and B are independent non-degenerate positive random variables then

S = 1

B

βA + B

αA + B
and T = 1

A

βA + B

αA + B

are independent if and only if A and B have generalized inverse Gaussian distributions (GIG) with suitable parameters. Essentially,
this has already been proved in Bao and Noack (2021) with a supplementary hypothesis on the existence of smooth densities.

The motivation of this work comes from an observation about independence properties of the exponential Brownian motion due
to Matsumoto and Yor (Nagoya Math. J. 162 (2001) 65–86) and a recent work of Croydon and Sasada (2020) on random recursion
models rooted in the discrete Korteweg–de Vries equation, where the above result was conjectured.

We also extend the result to random matrices, proving that a matrix-variate analogue of the above independence property is satisfied
by independent matrix-variate GIG variables. The question of characterization of GIG random matrices through this independence
property remains open.

Résumé. Soit α �= β deux nombres strictement positifs et soit A et B deux variables aléatoires positives non dégénérées telles que

S = 1

B

βA + B

αA + B
and T = 1

A

βA + B

αA + B

soient indépendantes. Nous montrons que cela entraine que A et B suivent des lois gaussiennes inverses généralisées avec des pa-
ramètres convenables. Ce fait a déjà été montré par Bao et Noack (2021), mais avec de fortes hypothèses d’existence de densités
différentiables.

Les sources de ces questions sont d’abord l’observation d’une propriété d’indépendance du mouvement brownien exponentiel faite
par Matsumoto et Yor (Nagoya Math. J. 162 (2001) 65–86), et ensuite un récent travail de Croydon et Sasada (2020) sur des modèles
récursifs issus de l’équation de Korteweg–de Vries discrète, où les auteurs conjecturent le résultat ci-dessus.

Le résultat direct est aussi étendu aux matrices définies positives en montrant qu’une généralisation de la propriété ci-dessus
d’indépendance est satisfaite par des matrices suivant des lois GIG. La question de la caractérisation des lois GIG pour des matrices
par cette propriété est toutefois ouverte.
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Probabilistic limit theorems via the operator perturbation method,
under optimal moment assumptions
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Abstract. The Nagaev-Guivarc’h operator perturbation method is well known to provide various probabilistic limit theorems for
Markov random walks. A natural conjecture is that this method should provide these limit theorems under the same moment as-
sumptions as the optimal ones in the case of sums of independent and identically distributed random variables. In the past decades,
assumptions have been weakened, without achieving fully this purpose (achieving it either with the help of an extra proof of the central
limit theorem, or with an additional ε in the moment assumptions). The aim of this article is to give a positive answer to this conjecture
via the Keller-Liverani theorem. We present here an approach allowing the establishment of limit theorems (including higher order
ones) under optimal moment assumptions. Our method is based on Taylor expansions obtained via the perturbation operator method,
combined with a new weak compactness argument without the use of any other extra tool (such as Martingale decomposition method,
etc.).

Résumé. La méthode de perturbation d’opérateur de Nagaev-Guivarc’h est célèbre pour son efficacité dans l’établissement de divers
théorèmes limites probabilistes pour des marches aléatoires markoviennes. Une conjecture naturelle est que cette méthode devrait
permettre d’établir ces théorèmes limites sous les hypothèses de moment optimales dans le cas de sommes de variables aléatoires
indépendantes et de même loi. Au cours des dernières décennies, les hypothèses ont été affaiblies sans atteindre pleinement cet objectif
(soit à l’aide d’un théorème central limite établi par un autre argument, soit avec un ε supplémentaire dans les hypothèses de moment).
Le but de cet article est de donner une réponse positive à cette conjecture via le théorème de Keller-Liverani. Notre méthode est basée
sur des développements de Taylor obtenus par la méthode de perturbation d’opérateur, combinée à un nouvel argument de compacité
faible sans faire appel à un argument d’une autre nature (tel que la méthode de décomposition de Martingale, etc.).
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Sharp high-dimensional central limit theorems for
log-concave distributions
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Abstract. Let X1, . . . ,Xn be i.i.d. log-concave random vectors in R
d with mean 0 and covariance matrix �. We study the problem

of quantifying the normal approximation error for W = n−1/2 ∑n
i=1 Xi with explicit dependence on the dimension d. Specifically,

without any restriction on �, we show that the approximation error over rectangles in R
d is bounded by C(log13(dn)/n)1/2 for some

universal constant C. Moreover, if the Kannan–Lovász–Simonovits (KLS) spectral gap conjecture is true, this bound can be improved
to C(log3(dn)/n)1/2. This improved bound is optimal in terms of both n and d in the regime logn = O(logd). We also give p-
Wasserstein bounds with all p ≥ 1 and a Cramér type moderate deviation result for this normal approximation error, and they are all
optimal under the KLS conjecture. To prove these bounds, we develop a new Gaussian coupling inequality that gives almost dimension-
free bounds for projected versions of p-Wasserstein distance for every p ≥ 1. We prove this coupling inequality by combining Stein’s
method and Eldan’s stochastic localization procedure.

Résumé. Soient X1, . . . ,Xn des vecteurs aléatoires log-concaves i.i.d. à valeurs dans Rd , centrées et de matrice de covariance �. Nous
étudions le problème de quantification de l’erreur d’approximation normale pour W = n−1/2 ∑n

i=1 Xi avec une dépendance explicite
de la dimension d. Plus précisément, sans aucune restriction sur �, nous montrons que l’erreur d’approximation sur des rectangles
dans R

d est bornée par C(log13(dn)/n)1/2 pour une constante universelle C. De plus, si la conjecture du trou spectral de Kannan–
Lovász–Simonovits (KLS) est vraie, cette borne peut être améliorée à C(log3(dn)/n)1/2. Cette borne améliorée est optimale en termes
de n et de d dans le régime logn = O(logd). Nous donnons également des bornes p-Wasserstein pour tout p ≥ 1 ainsi qu’un résultat
de déviation modérée de type Cramér pour cette erreur d’approximation normale, et tous sont optimaux sous la conjecture KLS. Pour
prouver ces bornes, nous développons une nouvelle inégalité de couplage gaussienne qui donne des bornes presque indépendantes de
la dimension pour les versions projetées de la distance p-Wasserstein pour tout p ≥ 1. Nous prouvons cette inégalité de couplage en
combinant la méthode de Stein et la procédure de localisation stochastique d’Eldan.

MSC2020 subject classifications: Primary 60F05; 62E17; secondary 60J60

Keywords: Coupling; Cramér type moderate deviations; Föllmer process; p-Wasserstein distance; Stein’s method; Stochastic localization
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Abstract. We investigate a family of stationary processes that may exhibit either long-range or short-range dependence, depending
on the parameters. The processes can be represented as multiple stable integrals, and there are two parameters for the processes, the
memory parameter β ∈ (0,1) and the multiplicity parameter p ∈ N. We investigate the macroscopic limit of extremes of the process,
in terms of convergence of random sup-measures, for the full range of parameters. Our results show that (i) the extremes of the process
exhibit long-range dependence when βp := pβ −p + 1 ∈ (0,1), with a new family of random sup-measures arising in the limit, (ii) the
extremes are of short-range dependence when βp < 0, with independently scattered random sup-measures arising in the limit, and
(iii) there is a delicate phase transition at the critical regime βp = 0.

Résumé. Nous étudions une famille de processus stationnaires qui peuvent présenter, en fonction des paramètres, soit une dépendance
à longue portée, soit à courte portée. Ces processus peuvent s’écrire comme intégrales stables multiples reposant sur deux paramètres
: le paramètre de mémoire β ∈ (0,1) et le paramètre de multiplicité p ∈ N. Nous étudions la limite macroscopique pour les valeurs
extrêmes de ces processus en termes de convergence des sup-mesures aléatoires associées et pour l’ensemble des paramètres possibles.
Notre résultat montre que : (i) Les valeurs extrêmes ont un comportement de dépendance à longue portée quand βp := pβ − p + 1 ∈
(0,1) et une nouvelle famille de sup-mesures aléatoires apparaît alors à la limite ; (ii) Les valeurs extrêmes ont un comportement de
dépendance à courte portée quand βp < 0 et la limite est une sup-mesure aléatoire dispersée indépendamment ; (iii) Il y a une transition
de phase délicate à appréhender au régime critique βp = 0.
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Keywords: Stable regenerative set; Random sup-measure; Long-range dependence; Infinite ergodic theory; Phase transition; Regular variation;
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Roughness of geodesics in Liouville quantum gravity
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Abstract. The metric associated with the Liouville quantum gravity (LQG) surface has been constructed through a series of recent
works and several properties of its associated geodesics have been studied. In the current article we confirm the folklore conjecture that
the Euclidean Hausdorff dimension of LQG geodesics is strictly greater than 1 for all values of the so-called Liouville first passage
percolation (LFPP) parameter ξ . We deduce this from a general criterion due to Aizenman and Burchard (Duke Math. J. 99 (1999),
419–453) which in our case amounts to near-geometric bounds on the probabilities of certain crossing events for LQG geodesics in the
number of crossings. We obtain such bounds using the axiomatic characterization of the LQG metric after proving a special regularity
property for the Gaussian free field (GFF). We also prove an analogous result for the LFPP geodesics.

Résumé. La métrique associée à la surface de gravité quantique de Liouville (LQG) a été construite grâce à une série de travaux
récents et plusieurs propriétés de ses géodésiques associées ont été étudiées. Dans cet article nous confirmons la conjecture rentrée
dans le folklore selon laquelle la dimension de Hausdorff euclidienne des géodésiques LQG est strictement supérieure à 1 pour toutes
les valeurs du paramètre ξ de percolation de premier passage de Liouville (LFPP). Nous déduisons cela d’un critère général dû à
Aizenman et Burchard (Duke Math. J. 99 (1999), 419–453) qui dans notre cas revient à des bornes exponentielles étirées sur les
probabilités de certains événements de croisement pour les géodésiques LQG, par rapport au nombre de croisements. Nous obtenons
de telles bornes en utilisant la caractérisation axiomatique de la métrique LQG après avoir prouvé une propriété spéciale de régularité
pour le champ libre gaussien (GFF). Nous prouvons également un résultat analogue pour les géodésiques LFPP.
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Abstract. We study the number of real roots of a wide class of random linear combinations of orthogonal polynomials with Gaussian
coefficients. The orthogonal polynomials in our model are defined by a deterministic measure with compact support on the real line.
Using the method of Wiener Chaos, we show that the fluctuation for the number of real roots in the bulk is asymptotically Gaussian, by
proving that this number of roots in the intervals inside the support of the orthogonality measure obeys the standard Central Limit The-
orem. Wiener Chaos expansions were previously used to prove the CLT for classical ensembles of random trigonometric polynomials,
and that approach is generalized in our paper via careful analysis of the correlations by using asymptotics for the reproducing kernels
of orthogonal polynomials. A new interesting feature found on this path is that the local correlations for the number of real roots of our
random orthogonal polynomials are different. In fact, our local correlations depend on the potential theoretic equilibrium measure for
the support of the orthogonality measure.

Résumé. Nous étudions le nombre de racines réelles d’une large classe de combinaisons linéaires aléatoires de polynômes orthogonaux
à coefficients gaussiens. Les polynômes orthogonaux de notre modèle sont définis par une mesure déterministe à support compact sur la
droite réelle. En utilisant la méthode du chaos de Wiener, nous montrons que la fluctuation du nombre de racines réelles dans le volume
est asymptotiquement gaussienne, en prouvant que ce nombre de racines dans les intervalles à l’intérieur du support de la mesure
d’orthogonalité obéit au théorème central limite standard. Les expansions en chaos de Wiener étaient auparavant utilisées pour prouver
le TCL pour des ensembles classiques de polynômes trigonométriques aléatoires, et cette approche est généralisée dans notre article
via une analyse minutieuse des corrélations en utilisant des asymptotiques pour les noyaux reproduisants de polynômes orthogonaux.
Une nouvelle caractéristique intéressante trouvée sur ce chemin est que les corrélations locales pour le nombre de racines réelles de nos
polynômes orthogonaux aléatoires sont différentes. En fait, nos corrélations locales dépendent de la mesure d’équilibre de la théorie
du potentielle pour le support de la mesure d’orthogonalité.
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Abstract. In this paper we define (empirical) quadratic variations for a Gaussian isotropic random field f on the unit sphere as sums
over equidistant increments on one single geodesic line on the surface of the sphere. We prove a noncentral limit theorem for a fixed
Fourier component of such a field as well as quantitative central limit theorems in the increasing frequency regime. Based on these
results we propose estimators of the angular power spectrum and study their properties. Moreover, we show a quantitative central limit
theorem for quadratic variations over the field f and construct an estimator for the Hurst parameter of a L2(S2)-valued fractional
Brownian motion.

Résumé. Dans cet article, nous définissons les variations quadratiques (empiriques) pour un champ aléatoire isotrope gaussien f sur la
sphère unitaire comme des sommes sur des incréments équidistants au carré sur une seule ligne géodésique sur la surface de la sphère.
Nous prouvons un théorème limite non central pour une composante de Fourier fixe d’un tel champ ainsi que des théorèmes limites
centraux quantitatifs dans le régime de fréquence croissante. Sur la base de ces résultats, nous proposons des estimateurs du spectre
de puissance angulaire et étudions leurs propriétés. De plus, nous montrons un théorème central limite quantitatif pour les variations
quadratiques sur le champ f et construisons un estimateur pour le paramètre de Hurst d’un mouvement Brownien fractionnaire à
valeurs dans L2(S2).
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